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CHAPITRE PREMIER 

POTENTIEL EN UN POINT EXTÉRIEUR AUX MASSES AGISSANTES 

ÉQUATION DE LAPLACE 
EXEMPLES. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES 



1. Définition du potentiel en général. — Soit un point mobile M 
attiré par n points fixes P,, P,,."> Pn- (^g* !)• Désignons par 
X, y, z les coordonnées du point M, ^ 

par 8}, b|, Ci celles du point P|, et 
par Fj la distance MPj. Cette dis- 
tance est donnée par la relation : 

,?=(x-aO^+(y-bO'+(z-cO^ 



Pi" 



Enfin, soit f/ (rj) la valeur de 
l'attraction qu'exerce le point P, ^ 
sur le point M. Les composantes 
de cette attraction sont : 






X, = f. (r.) 



i)i 



Y.= 



b — V 

f ', (r.^ Jh 1-, 

1 1 



z, = l\ (rO 



Ci — z 

r 



POiNCARÉ. Potent. Newt. 
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La résultante des actions exercées sur le point M par les n 
points P a pour composante suivant OX : 






OU, pour abréger, 

Les deux autres composantes sont pareillement : 

Nous appellerons potentiel la fonction : 

Ses dérivées premières sont lices aux composantes de l'attrur- 
tion par les relations : 

■ùT' 

Z ^ ^^' 



2. Potentiel newtonien. — Si Ton suppose que l'attraction 
varie en raison inverse du carré de la distance, le potentiel 
obtenu s'appelle potentiel newtonien. On a, dans ce cas, 

f '. (r.) = -^ et f. (r.) = - •" 






nii désigne la masse du point attirant P|, Tunité choisie étant la 
masse du point attiré M. 



POTENTIEL LOGARITHMIQUE 

L^expresslon du potentiel est donc : 



-s- 



et celle des composantes de l'attraction 



^=2"^^ 



Y = Vm 






b-y 



c — z 

^ — 3 — 



S'il n'y a qu'un point attirant et si sa niasse est égale a 1, les 
expressions précédentes deviennent : 

v=-l-, 

r 
y _ a— X v_A~y 7 ^~^ 

^ — — ;3 — > ^ — — ;:3 — ' ^ == — p» — 

3. Potentiel logarithmique. ^ On appelle ainsi le potentiel 
obtenu en supposant que l'attraction varie en raison inverse de 
la distance. On a donc : 

r,(r.)=-^, i;(r.) = m,log-îl-, 
rj rp 

r, désignant une constante. 

On en déduit sans peine les formules suivantes : 



y ôV ^ a — X 

dx j^ r* 

dV VI b — 



E 



m r^— 

r* 



r, dV VI c — z 
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Remarque. — Supposons que le point M s'éloigne indéfiniment, 

> — tendra vers 0. Au contraire, > m log —^ tendra vers — oo. 

Ainsi Ton peut dire qu'à l'infini le potentiel newtonien s'annule^ 
au lieu que le potentiel logarithmique est égal a — x . 

4. Equation de Laplaoe. — Formons les dérivées secondes 

d*V d*V d*V 

y-y, -yj, -r-"!, du potentiel newtonien en un point distinct des 

points attirants. 

d*V ^Y^ (a — x)* Y^ m 



= 3 



2-^^^-E-^ 



d'V ^ (•> — v)' ^ m 



.. _.2n.i^^-2^. 



«y 



S™^^-2-? 



Ajoutons ces trois relations membre à membre et appelons, 
suivant la notation connue, AV la somme des trois dérivées 
secondes que nous venons de calculer ; il vient : 

AV = aV m '" ~ ■'' + '■'• - '''' + '' - ''' - aV-^ 

Le potentiel newtonien satisfait donc, dans Vespace à trois 
dimensions, à V équation de Lapla'ce AV= en tout point distinct 
des points attirants. 

Pareillement, le potentiel logarithmique satisfait, dans le plan ^ 

d*V ù^V 
à r équation de Laplace-rr-Y -h w~;r^^^ ^ 7"^ ^'^^ écrit encore 

AV = 0. On a en eflTet pour ce potentiel : 



dx 



^=^E"^^-Ev 
|^=^E»^^^-Ev 
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Ajoutons membre à membre en remarquant que 

(a _ X)» + (b - y)» = r*, 

nous aurons : 

d'V d'V 

On peut, de même, définir, dans Tespace à n dimensions, un 
potentiel analogue au potentiel newtonien dans l'espace à trois 
dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons 
Xp x,,...Xa les coordonnées d'un point de Tespace à n dimen- 
sions ; le potentiel en question sera une fonction Y de n variables 
satisfaisant à Téquation : 



ÔXj* ôx,* " * dx_ 

qui est la généralisation de Téquation de Laplace. Le potentiel 

, . . 1 

ainsi obtenu correspond à une attraction proportionnelle a ^^ ; 

r désigne toujours la distance du point attiré (x„ x,,..., x„) à un 
point attirant (apa^,..., ,a„) et est donné par Texpression : 

r« = (x. — a,)» + (x, — a,)« + + (x„ — a„)*. 

5. Limites supérieures des dérivées de — . — Avant d'aller plus 

loin, nous allons indiquer des limites supérieures pour quelques- 

1 
unes des dérivées de — . Ces limites supérieures nous seront 



r 
utiles dans la suite. On 


a : 
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« 


<^ 


a — X 


y 






dx 


r» 




Kl) 


3 (a 


X)* 


1 




dx» 


r' 




r»' 




H') 










dx» 


15 (» 


— x)' 
r' 


9- 


a — X 
r' ' 
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et des formules analogues pour les dérivées en y et en z. On 
conclut sans peine de ces formules les inégalités suivantes : 



(i) 



et ainsi de suite. 




6. Potentiel des corps continus. — Jusqu'ici nous n'avons con- 
sidéré que des points attirants discrets. Considérons maintenant 
des distributions continues de masses attirantes ; il y en a de 
trois sortes : volumes, surfaces, lignes. Nous allons étudier leur 
action sur un point M (x,y,z) portant Tunité de masse et définir 
un potentiel. Nous envisagerons d'abord le cas où le point M est 
extérieur aux masses agissantes, c'est-à-dire tel qu'on puisse 
entourer ce point d'une surface fermée de dimensions finies ne 
contenant aucune des masses considérées. 




Fig. a. 

1® Volumes attirants. — Soit un tel volume; appelons (fig. 2): 

dt', un élément de ce volume ; 

x', y', z', les coordonnées de son centre de gravité ; 
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jx\ la densité en ce point; 

X, y, z, les coordonnées du point .ittiré ; 

[a' est une fonction de x', y', 7J. 

L'élément dr' exerce sur M une cittraction dont la composante 
parallèle a Ox est : 



UL'dT'(x'— X) , 

i i- ^, r- = i:(x — x)*; 



la composante relative au volume tout entier est : 



-i 



I * ' • 



r'' 



les deux autres composantes sont de même : 

/ • ;a'dT y — y) 

^-j i:^ ' 

'' -j ? ' 

et le potentiel : 



V 



-/^- 



les intégrales étant étendues au volume considéré. V, X, Y, Z 
sont des fonctions de x, y, z. 

Calculons les dérivées du premier ordre de V. Montrons qu'il 
suffit, pour les obtenir, de différentier la fonction qui est sous le 
signe I et d'écrire par exemple : 



dx 
Posons en effet : 



: f IL dT. 

J ^ dx 



1 -, 

= lix.v.zl. 

On a 

V =j u'f ;x,y, a)\W. 
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Par définition : 



dV 
dx 



îm-jj-^yiAÏ^x + h, y, z) dx' —Jv-'^ (x,y, z) dvl , 



(2) 



= \imfAi\[y) + ^r,* (x + eh)ldT'o<e < i. 



quand h tend vers 0, ce qui donne : 

Il est facile de voir que : 

h J[aT;2 (x 4- 8h, y, z) dT\ 

tend vers avec h; car, en vertu des inégalités (1), on a : 

4 



r;, (x + 8h, y, z) 



< 



.8 ' 



r désignant la distance au point x', y', z' du point M" qui a pour 
coordonnées x + 9h, y, z (fig. 2). Or, quel que soit le point 
x', y', z', r est inférieur à M'' Q, Q désignant le point du volume le 
plus rapproché du point M". Bref on a : 



(3) 



r,.(x+9h,y,z) 






M"Q 



De plus, lorsque h tend vers zéro, M'' tend vers M et M''Q 
tend vers une limite différente de zéro, puisque M est extérieur 
au volume attirant; donc le produit : 

hfV(x + eh,y,z), 

tend vers zéro avec h et, en vertu de la relation (2), on a : 



dV 
dx 



J {xT,(x,y, z) dx'= J l*'-^d^'' 



ce qui démontre la proposition annoncée. 



Remplaçons maintenant 



(i) 



dV 



dx 



par sa valeur,-^— prendlaforme 



dx 



dV 
dx 



H- Jiâ — d^ = ^' 
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Pareillement : 



dy 

dV 
dz 



= Z, 



formules identiques à celles que nous avons trouvées dans le en? 
d'un potentiel de points attirants discrets. 

Comme nous avons différentié une première fois sous le 

signe I et pour la môme raison, nous pouvons dîfférentier une 

deuxième fois et obtenir ainsi les dérivées secondes de V. On 
peut donc écrire : 

] r , r . r I ,_ 

Le potentiel cTiin çolnme attirant satisfait donc à F équation de 
Laplace en tous les points extérieurs aux masses agissantes, 

2® Surfaces attirantes. — Lignes attirantes, — Les mêmes 
considérations s'appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes. 
Désignons par dw' un élément d'une surface attirante (S) et 
par dl' un élément de longueur d'une ligne attirante (L), les 
autres notations gardant les mômes significations que précédem- 
ment; on a pour les potentiels les expressions suivantes : 

Surface : V = / -î-— dw', 

Ligne : V ^J-ii-dl', 

la première intégrale étant étendue à la surface entière et la 
seconde h tous les éléments de longueur de la ligne. 

Les composantes de l'attraction s'obtiennent de même en diffé- 
rentiant sous le signe 1 : 






Surface : X = -r— = / jjl' — ^ dco' 



etc.^. 
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Ligne : X = — r — = 

etc.. 

« 

Enfin les dérivées secondes s'obtiennent encore par différen 

tiation sous le signe 1 et vérifient par conséquent l'équation de 

Laplace : 

AV = 0. 

Tout ceci ne s'applique, comme pour les volumes, qu'aux 
points extérieurs aux masses agissantes. 

3® Potentiel logarithmique, — Il possède dans le plan — tou- 
jours en dehors des masses agissantes — pour les aires et les 
lignes attirantes les propriétés que nous venons de reconnaître 
au potentiel newtonien dans l'espace. 

7. Propriétés à l'infini. — Soit p la distance a l'origine du point 
attiré M; quand M s'éloigne indéfiniment, c'est-à-dire quand p 




croît indéfiniment, le potentiel newtonien V 
en M tend vers 0. C'est ce que nous allons 
^^ prouver en montrant que le produit pV tend 

vers une limite finie et en calculant cette limite. 



* » 



PROPRIETES A L^iyPISI ii 

Soit ^fig. 3) T un volume attirant, cIt' un élément de ce volume, 
P son centre de gravité, a la distance de P à l'origine des 
coordonnées, M le point attiré, r la distance PM et p la distance 
OM. On a: 

p — a<r<p4-a, 

et, par suite, on peut poser : 

r = p-|- Oa, 

H étant compris entre — 1 et +1. 
Le potentiel Y a pour expression : 



^•"/tfst-"'- 



4 



Formons le produit pV : 

ov — C t^'p d-' - Tu'ci-' — T-ii?^ 



les intégrales étant étendues au volume T. 
De l'égalité (4), on tire : 



P 



Oa 



On voit sans peine que le second membre de cette dernière 
égalité tend vers quand p augmente indéfiniment. On a 
donc : 

LimfpV— JiA'dvW 0, 

ou 

LimpV=|'}x'dT'==M, 

en appelant M la masse attirante totale. 

Le raisonnement s'étend sans aucune modification au cas d'une 
surface attirante, d'une ligne attirante ou d'un ensemble de 
volumes, de surfaces et de lignes. 

8. — Passons au cas du potentiel logarithmique dans le plan. 
Soit S une surface plane attirante. Le potentiel V en un point M 
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de son plan (fig. 4) a pour expression^ en reprenant les notations 
connues : 



V=/{.'logAdu.'. 




Fig. 4. 



Voyons comment V se comporte à Tinfini. Posons : 

V. = log -^ Th»-' ^ M log -^, 

Pc/ P 

M désignant la masse attirante totale et p la distance du 
point M à l'origine. Formons la différence V — V© : 

V— Vo= fix' log^ dw' = — /l^'Iog-^-^^ dco'. 



Or on a : 



log 



p + 9a 



log(l + -) 



< 



9a 

P 



<^<± 



a désignant une limite supérieure de a ; on en conclut : 



V — V, |< j fj*' — dw' 



< 



7 f*-/^"'' 



Y-o étant une limite supérieure de jx'. Si Ton désigne par S l'aire 
de la surface attirante^ on a : 



=/da,', 
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et l'on voit que : 



V — V. 



<7i*.s; 



par conséquent : 



Lim|V-VJ=0. 



quand p augmente indéfiniment. 

On peut donc écrire l'égalité asymptotique : 



VcoM. log 



r. 



9. Potentiel newtonien d'une surface sphérique homogène. — 
Nous allons, à titre d'exemples, calculer le potentiel dans quel- 
ques cas simples. 

Soit une surface attirante sphérique, homogène, de densité [a'; 
soient son centre, a son rayon (fig. 5) et M, un point extérieur. 




Fig. 5. 



pour lequel nous voulons avoir la valeur du potentiel. Soit P le 
centre de gravité d'un élément do)' de la sphère; menons le 
diamètre AB issu de M. Posons : 

MP=r; OP=a; OM=p; angle M0P=8. 
Le potentiel en M a pour valeur : 



=/4dw. 
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OU, en supposant l'unité de masse telle que [a'=1, 

(5) V=/t^"'' 

l'intégrale étant étendue à la surface de la sphère. C'est cetto 
Intégrale que nous nous proposons d'évaluer. 

Décrivons, de A et B comme pôles, une infinité de petits cer- 
cles sur la surface de la sphère; nous découpons ainsi la surface 
de la sphère en une infinité de zones infiniment étroites. Proje- 
tons la figure sur un plan passant par OM que nous prendrons 




Fig. 6. 

pour plan de la figure (fig. 6). Soient CC et DD' les plans de 
base de l'une des zones; C'^D'^ est sa hauteur. 
L'aire dw' de cette zone est donnée par : 

Aiù' = 2 ira. CD' = 2 7ia. a sin 9 dô = 2 7ia* sin 9 d9 . 

La densité de la matière attirante étant égale a l'unité, 
2 ?; a ^ sin Qd 9 représente aussi la masse répandue sur la zone et 
le potentiel auquel elle donne lieu en M est : 

2 7ia* sin e de 



Le potentiel V de la surface sphérique est donc : 
(G) y^flj^J^A^. 
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C'est une première modification de l'intégrale (5). Transfor- 
mons-la encore ; on a : 

r* = a* + p^ — 2 ap cos ô, 

d'où : 

rdr = ap sinOdO, 

et 

sinddO dr 

r ao ' 

et en portant cette valeur dans l'expression (6) : 

•f ^« 2 TCa« , 2 Tra /^^« , 4 to* 

dr = . 



(7) v=ri^dr=^^r 



P 



Or 4na* est la valeur de la masse totale attirante M; on peut 
donc écrire : 

v= — 

? ' 

comme si la masse entière était condensée au centre. 

Si le point M, au lieu d'être extérieur à la sphère comme dans 
le cas précédent de la figure (6), était intérieur, les limites de 
l'intégrale (7) seraient a — p et a + ? î la valeur du potentiel 
serait alors : 

27ra /^+?, , 4™* M 

V = I dr = 4 -rea = = — . 

p c'a-? a a 

Ainsi^ à l'intérieur de la sphère, le potentiel est constant et 

, M , 
égal a — ; l'attraction est nulle. 

10. Potentiel d'une sphère pleine. — Commençons par calculer 
le potentiel d'une couche sphérique homogène infiniment 
mince. 

Soit (fig. 7) une sphère de rayon a recouverte d'une couche de 
matière attirante dont la densité, constante, est égale à [a' et 
dont l'épaisseur est uniforme, très petite et égale à £. Un 
élément P de la sphère, dont l'aire est dw', porte une quantité 



i6 
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de mî\tière égale k ejji'dw'. Son potentiel en un point M exté- 
rieur est : 

T 

Le potentiel V de la couche est donc : 






, Ç dw' jx'e. 4 Tca' 

? 



le calcul est le même que pour une surface attirante dont la den- 




fig- :• 



site serait ejx'; 4 7ra*£UL' n'est autre que la masse totale M de la 
couche et Ton a : 



V = 



M 



M 

La dérivée Iburnit la valeur de l'attraction : s-, 

P 
Pareillement, le potentiel en un point intérieur est constant 

et égal a : 



V== 



a 



le potentiel étant constant k l'intérieur, l'attraction est nulle. 
On en conclut sans peine la valeur du potentiel d'une sphère 
pleine composée de couches concentriques homogènes. En un 
point extérieur, on a encore : 



V = 



P 
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Tout se passe comme si la masse totale était condensée au 
centre de la sphère. 

Considérons maintenant une masse attirante comprise entre 
deux sphères concentriques dont les rayons a et b ont une diffé- 
rence finie (|ig. 8), et supposons la matière distribuée en couches 
concentriques homogènes. A Textérieur de la grande sphère, le 
potentiel est encore égal à 

M 

p étant la distance au centre du point où Ton évalue le potentiel. 

Dans la cavité, au contraire, le potentiel de chaque couche est 

constant, il en est donc de même pour le potentiel de la masse 





Fig. 8. Fig. 9. 

totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d*une 
couche de rayon OC = c et d'épaisseur de, est : 

IX. 47rcdc. 
Le potentiel total est donc : 

V = 47C[jl/ cdc = 27rjjL(b* — a'). 

L'attraction est nulle en tout point de la cavité, puisque le 
potentiel est constant. 

Il nous reste à calculer maintenant l'attraction et le potentiel 
d'une sphère pleine homogène en un point M intérieur à h\ 
sphère. Ici, le point attiré est intérieur aux masses agissantes; 
nous n'avons encore traité aucun cas de ce genre, mais les con- 
sidérations qui précèdent vont nous en donner immédiatement 

POINCARÉ. Potent. Newt. a 



i8 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

la solution. Traçons (fig. 9) la sphère concentrique à la sphère 

donnée et de rayon OM. 

Le potentiel V en M se compose de deux parties : 

1** Le potentiel V, de la sphère de rayon OM = b ; 

2® Le potentiel V, de la masse comprise entre les deux sphères 

Le point M peut être considéré comme extérieur à la sphère OM ; 

on a donc : 

M étant la masse de cette sphère. 

D'ailleurs, cette sphère étant enlevée, M peut être considéré 
comme intérieur à la cavité et, par suite, le potentiel V, de la 
masse restante est égal, d'après le calcul effectué plus haut, h : 

V,= 27riJL(a«— b'). 
On a donc : 

V = V.-hV, = -^+27r[.(a«-b«); 

4 
mais M a pour valeur -7.- TtjjLb' ; donc : 

V = A::jxb»+ 2 TTjjL (a« —U)=2 Trjji^aa ^) . 

Calculons maintenant l'attraction en M : cette attraction se 
compose de deux parties : 1° celle qu'exerce la sphère de rayon b 
et dont la valeur est : 

M 
b* • 

2° l'attraction exercée par la masse restante, cette dernière est 

nulle, puisque M se trouve daub la cavité déterminée par l'en- 

M 

lèvement de la sphère OM. -7-^ est donc la valeur de l'attraction 

exercée en M par la masse totale. Cette valeur est proportion- 
nelle h b. 

11. — On peut obtenir tous ces résultats par une autre mé- 
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thode, que nous allons exposer dans le cas d'une surface sphê- 
rique homogène. 

Commençons par eOectuer le calcul pour un point situé à Tin- 
térîeur de la cavité sphérique. Tout point de cette cavité est 
extérieur aux masses agissantes et le potentiel Vy satisfait ii 
Téquation de Laplace 

Or, en vertu de l'homogénéité de la couche superficielle, 
V dépend seulement de p, disUince du point attiré M au centre O 
de la sphère; cela nous permet de transformer Téquation ^i\ 

On peut écrire : 

ÙV dV X 

Ox dp p ' 

car le centre de la sphère étant pris pour origine des coor- 
données, on a : 

p» -= X» -h y» -h z', 



rt 



Oo X 







• 

? 


ÙV tlV V 

V 

Ov dp p 


et 


tW dV z 
Oz dp p 



(Calculons les dérivées secondes : 



ÙW 



»V / dV \ X _^/Ji.\^ 

X* Ox \ dp / p Ox \ p / dp 

- dp* f + dp L ? ? ' J • 



De même 



•vv 



_d^_v^ dv ri y» 1 

- Af 'f ^ dp L ? ? ' J ' 



Ov* 

tVV d'V z* dV r 1 /} 



Oz* dp» f 



dv r 1 z^-| 
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Ajoutons ces trois dernières relations, membre à membre; il 

vient : 

^.. A'\ , 2 dV 

dp* p dp 

L'équation (1) devient donc : 

(2, 4V J.dV_„ 

^ ^ dp* p dp 

Nous avons remplacé l'équation aux dérivées partielles par une 
équation difFérentielle linéaire du second ordre. Or nous con- 
naissons deux intégrales particulières de cette équation ; ce 
sont : 

Y=l et V = — . 



? 



L'intégrale générale est donc : 
(3) V=A+- 



A et B étant des constantes. 

Calculons A et B. 

M 
Au centre, le potentiel doit être égal à — , car, dans l'in- 

tégrale / (jl' , r est égal à a, rayon du cercle. Donc, pour 

/ . . M 

p = 0, V doit se réduire à -^, ce qui exige que l'on ait : 

a 

A^— , B = 0, 

a 

et ce qui nous montre que le potentiel est constant en tout point 
intérieur et égal à — . 

Voyons ce qui se passe pour un point extérieur à la sphère. 
En tout point extérieur, l'équation (2) est vérifiée et le potentiel 
est encore de la forme (3), les constantes A et B n'ayant pas la 
même valeur que dans le cas précédent. Calculons ces nouvelles 
valeurs; pour cela, remarquons que, si p augmente indéfiniment, 
on a : 

Lim pV=M, 
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ce qui exige que Ton ait : 



et, par suite, 



A = 


= 


B- 


= M 


V — 


M 





12. Potentiel logarithmique d'une circonférence. — Soit une 
circonférence attirante homogène, dont le centre est a l'origine 
des coordonnées. Proposons-nous de calculer le potentiel loga- 
rithmique V en un point M de son plan. Remarquons que V est 
une fonction de deux variables seulement, x et y, et qu'à l'inté- 
rieur comme à l'extérieur de la circonférence, cette fonction 
satisfait à l'équation de Laplace : 

Dans le cas particulier qui nous occupe, la circonférence étant 
homogène, Y ne dépend que de la distance p du point attirant 
au centre. Nous pouvons alors transformer l'équation aux dérivées 
partielles (4) en une équation différentielle linéaire et du second 
ordre. On a en effet : 



ÔV dV X 



Ox ds p 

>>V dV y 
Oy ~ dp p ' 

»VV d /dV x\ X /dV\ dV d 



dx 



.1 



_d_ / dV Jt_\ J^ ô /dV\ dV 2_ (j£ 
dx \ dp p / p dx \ dp / dp dx \ p , 



x' d'y . dV 

p* dp" "^ "d 






? \p pV 
V/1 _ vn 

iplp y-)' 



d'où 



d^V d'\ d^V 1 dV 



Ox^ Oy^ dp^ p dp 
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Téquation différentielle cherchée est donc : 

d*V . 1 dV _ 



dp» 



p a? 



On connaît deux solutions particulières de cette équation 

V==logp. 
L'intégrale générale est donc de la forme : 

(5) V = A + B.log-îJ^, 

P 

qui est une combinaison linéaire des deux précédentes. 
Calculons A et B pour un point intérieur. 
Au centre, le potentiel est : 



/ 



log-^pL'd'w = M.logii 



a étant le rayon de la circonférence. L'expression (5) doit donc 

r 
se réduire à M log — ^ pour p = 0. Ce qui exige que Ton ait : 



U 



A = M. log 
B=0. 

Le potentiel est donc constant en tout point intérieur et a pour 
valeur : 

V = Mlog — . 

M a toujours la même signification : c'est la masse totale de la 
circonférence. 

Passons au cas d'un point extérieur au cercle; nous nous 
appuierons, pour traiter ce cas, sur une propriété démontrer 
au paragraphe (8) : quand p augmente indéfiniment, on a : 



LimA^— Mlog-^)=0. 
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Donc, quandy dans la formule (5), on fait augmenter p indéfini- 
ment, V doit se réduire à 

MIogA, 

ce qui exige que l'on ait : 

A=0, 

B = M, 
et donne pour la valeur du potentiel : 

V = M logis-. 

Tout se passe comme si la masse totale était concentrée au 
centre du cercle. 

13. — Indiquons encore une troisième méthode pour obtenir 
le potentiel newtonien d'une sphère et le potentiel logarithmique 
d'une circonférence. 

Cette méthode repose sur la propriété suivante : 
Soient une sphère de centre O (fig. 10), M un point qui n'est 
pas sur la sphère, AB le diamètre issu de M, enfin M' le point 
qui sur AB est conjugué harmonique de M par rapport à A et B. 
Si M est extérieur, M' est intérieur, et réciproquement; de plus, 
si l'on pose : 

PM=r, P>r = r', 

P étant un point quelconque de la surface de la sphère, les 
triangles semblables OPM et OPM' donnent la relation : 

r p 

— r = const. = -=-, 

r a 

quand le point P se déplace sur la sphère. 

Cette propriété est vraie également de la circonférence do 
cercle . 

Cela posé, proposons-nous de calculer le potentiel newtonien 
d'une surface sphérique homogène. 
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Supposons qu'on connaisse la valeur constante 

M 



a 



(lu potentiel à rintérleur; on peut en déduire l'expression du 
potentiel en un point extérieur quelconque M. Soient, en efiet, V le 




«M 



Fig. 10, 

potentiel cherché en M et V le potentiel au point M' conjugué 
de M; on a : 



l'où: 



(6) 



y 



V 



a 



M 



Or M' est intérieur, donc V' = -^ — ; la relation (6) donne V : 



V = V — 

? 



M 



a 



? 



Inversement : connaissant le potentiel à l'extérieur, on en 
déduit le potentiel k l'intérieur. 

Par le même procédé, on peut trouver le potentiel logarith- 
mique d'une circonférence en un point extérieur, quand on le 
connaît à l'intérieur du cercle. Soit, en effet, M le point extérieur 
où l'on veut calculer le potentiel V; soient M' le conjugué de M 
et y le potentiel en M'; on a : 

V =/log ^ ds', V =J\o^ I^ ds', 
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2-> 



ds' étant Télément d'arc de la circonférence dont la densité est 
supposée égale à l'unité. On a : 

V — V'= flog-^ds' = Aog-^ds' 



a 



Or 



donc 



= Mlog— . 



V = M log A; 



V = M log -^. 



14. Attraction d'une droite homogène sur un point extérieur. — 



Soit une droite attirante AB, homogène , 
de densité jx' (fig. 11). Supposons d'abord 
cette droite limitée aux points A et B et 
proposons-nous de calculer le potentiel 
newtonien de cette droite en un point M 
extérieur. 

Prenons la droite AB pour axe des z et 
choisissons l'origine entre les points A 
et B. Soient Q la projection du point M 
sur la droite, P un élément de longueur 
de celle-ci, ds' la longueur de cet élé- 
ment; enfin appelons x,y, z les coordon- 
nées du point M, x', y', z' celles du point 
P, et r la distance M P. On a : 



ffA 




Fig. II. 



x'^O, y' = 0, 



ds' = Az', 



Posons en outre 



QP = z' — z, 

r=v'x*H-y' + (z'— z)'. 

MQ = p, 

OA = a, 

0B = — b; 
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a et b sont des quantités positives si la direction de Taxe des z 
est celle du segment B A. 

Le potentiel en M a pour expression : 



J v/x»+y'H-(7.'— z; 




V/x» + y*-H(z' — z)' 

(B; «^ (B) 

La valeur de l'intégrale indéfinie est : 

[x' log [{z' — z) + t/x' + y*+(z'— z)»]. 
= pL'log[QP — MP]. 

Remarquons que M P est essentiellement positif au lieu que PQ 
est doué de signe. 

L'intégrale définie V a pour valeur : 

ce qui peut s'écrire : 

V- ^' w MA+QA (QA+MA) (MB + BQ) 

^-''•'"^MB-BQ -l^'"g MB*_-BQ* 

■^ lt'log(QA H- MA) + (1.' log (MB + BQ) — n' log [MB"» — BQ'] 
= ]fJ log (QA + MA) + ^ log (MB + BQ) — v' log M(p. 

Supposons la droite très longue, c'est-à-dire a et b très grands, 
mais X, y, z finis. Nous pourrons négliger des quotients tels 
que : 

X X y 

a b a 

La somme QA+MA est alors très voisine de 2a; en effet : 
QA + MA = 2 OA + (MA — OA) + (QA— OA). 

Il sudit de montrer que Terreur relative commise en négligeant 
les différences (MA — OA) et (QA — OA) est très petite. Voyons 
d'abord la seconde différence QA — O A ; on a : 

QA — 0A = — OQ; 
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Terreur relative commise en la négligeant est : 

OQ z 
OA ~ a ' 

qui est négligeable en vertu de la remarque précédente. Voyons 
maintenant la deuxième différence MA — OA..Le triangle MQA 
donne : 

MA<MQ + QA, 

donc : 

MA — OA I < I MQ + QA — OA | , 



ou : 

I MA^OA I <| MQ — OQ | ; 

l'erreur relative est donc négligeable, puisque MQ et OQ sont 
finis et de l'ordre de x, y, z. 

Bref, la somme QA+MA est très voisine de 2a; la somme 
QB+MB est de même très voisine de 2 b. On peut donc 
écrire : 

(1) V = ji' [log 2a + log 2b — 2 log p] 

= ji.' [log 4ab — 2 log p] 

r) , , 2 V^âb ^ , , r. 2 M ro 

? P « + *> ? 

en posant : 

r, = v/cTbT 

Quant a Tattraction, elle a pour expression — —. . 

* *^ a+b p 

Ainsi le potentiel newtonien d'une droite très longue est le 
même que le potentiel logarithmique d'un point situé en Q. 
Cela cesse d'être vrai si le point M s'éloigne indéfiniment, car 

.XX 

dans ce cas on ne peut plus négliger les quotients — , ■r-,...etc. 

Cela explique un paradoxe : un potentiel newtonien identique ii 
un potentiel logarithmique semble un résultat contradictoire , 
car il l'infini le premier s'annule, tandis que le second est infini. 
Dans l'exemple précédent, nous avons vu que cette identité n'a 
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lieu que pour des points situés à une petite distance de la droite 
attirante, distance négligeable devant leurs distances aux extré- 
mités de la droite. 

Remarquons encore que l'expression de V ne dépend que de 

p = v^x* + y* et non de z; cela veut dire que, quand z varie 
seul, V varie très lentement; il faut se souvenir, en efiet, que la 
formule (i) n'est qu'approximative. 

Faisons une dernière remarque ; nous avons trouvé 

ro = 2av/bl 

il semble que V dépende du choix de l'origine; mais, si l'on 
prend deux origines et 0' à distance finie l'une de l'autre, 
l'expression de V change très peu. 

15. Potentiel newtonien d'un cylindre. — Soit (fig. 12) un cylin- 
dre dont la section droite est une courbe quelconque. Prenons 
l'axe des z parallèle aux génératrices. Supposons ce cylindre 
rempli de matière attirante et limité à deux sections droites dont 

les cotes sont : 

z'==a, 

z'=: — b. 

Proposons-nous de calculer le potentiel newtonien de ce 
cylindre en un point M dont la distance au cylindre est négli- 
geable devant a et b ; nous effectuerons le calcul dans l'hypothèse 
où la densité (jl' de la matière attirante en un point Q dépend 
seulement des deux premières coordonnées x' et y' de Q et non 
de la troisième coordonnée z'. 

Traçons la section droite S qui passe par M et décomposons 
l'aire S en éléments d(o', puis découpons le cylindre en une 
infinité de cylindres élémentaires parallèles à OZ ayant respecti- 
vement pour bases les éléments dw' de S. 

Un cylindre élémentaire est assimilable à une droite attirante 
dont la densité linéaire serait [x'da/; soit C l'un des cylindres; il 
perce la section S en Q; son potentiel en M est : 

2 a'dw'. log —, 
en posant MQ := r (voir § 14) et r^ == 2 y^âbT 
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Le potentiel du cylindre total en M est donc : 

V =J2 a'du,'. log ^, 

l'intégrale étant étendue à tous les éléments d(o' de la section 
droite S. Le calcul du potentiel newtonien cherché est donc 
ramené a celui du potentiel logarithmique de la section droite 
qui passe par M. On ramène de même le potentiel newtonien 
d'une surface cylindrique au potentiel logarithmique du contour 
de la section droite. 



r- 


=1 _> 


Z'so/ 


'-' e 




c 


r*^ 


Z'r-ft 



M 



Fi g. la. 



Fig. i3. 



16. Cas du cylindre de révolution. — 1^ Surface cylindrique. 
— Les considérations précédentes nous permettent de calculer le 
potentiel newtonien d'une surface cylindrique (fig. 13) homo- 
gène de révolution. Ce potentiel se ramène au potentiel loga- 
rithmique de la section droite qui passe par le point attiré M, 
c'est-a-dire au potentiel logarithmique d'une circonférence. On 
voit sans peine que le potentiel newtonien cherché est : 



\ = 2^'Jàs'.\og^, 
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p désignant la distance du point M a Taxe et r^ ayant la signifi- 
cation habituelle 2 V^ab. On peut donc écrire : 



V = 21og-^rjjL'ds'; 



dans ces deux expressions, ds' est l'élément d'arc de la circonfé- 
rence. SiL est la longueur de la circonférence, M la masse totale 
de la surface cylindrique, a et — b les cotes des bases, on a : 

, M M 



S L(a + b)' 

d'où : 

M 



Ja'ds'=ix'Jds' = ^x^L=- 



b' 
donc on a : 

o\\ en conclut sans peine l'attraction en prenant la dérivée. 
Tout se passe comme si la masse attirante était concentrée 
sur l'axe du cylindre. On voit de même sans difficulté qu'à l'in- 
térieur le potentiel est constant et égal à : 

r M 

11 désignant le rayon de cylindre. Quant à l'attraction, elle est 
nulle. 

Tout cela suppose le cylindre infiniment allongé. 

2^ Volume cylindrique, — Le calcul est encore très simple; 
on partage le volume en couches cylindriques très minces, con- 
centriques et assimilables h des surfaces cylindriques attirantes; 
on est ainsi ramené au cas précédent. 

En un point extérieur l'attraction et le potentiel dépendent de 
p seulement; ils ont la même valeur que si toute la masse était 
condensée sur l'axe. 

En un point intérieur, les choses se passent différemment ; le 
résultat se déduit de la considération du cas suivant. 

3*^ Masse attirante comprise entre deux cylindres concen- 
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iriques. — Nous supposons que la difTérencc des deux rayons 
<-3t une quantité finie. En un point M extérieur au plus grand 
cylindre (fig. 14), le potentiel est, comme l'attraction, une fonction 
de p seulement; tout se passe donc comme si la musse était con- 
densée sur l'axe ; le raisonnement est le même que dans le cas 
précédent : on décompose la masse attirante en une infinité de 
Touches cylindriques, concentriques, assimilables à des surfaces. 




Kig. li. 



Fip. .i. 



En tout point M, intérieur à la cavité, le potentiel est constant 
et l'attraction nulle, car tous les points ^1, sont intérieurs ii toutes 
les couches cylindriques. 

Si donc {fig. 15) nous voulons évaluer le potentiel et l'attrac- 
tion en un point M intérieurà un cylindre plein, nous décompo- 
serons ce volume en deux parties : 1" un cylindre concentrique au 
premier et passant par le point M ; 2" le reste du volume, c'est-à- 
dire la portion comprise entre les deux cvlîndres. Le potentiel en 
M est la somme des potentiels de ces deuv volumes et l'at- 
traction se réduit à celle du cylindre intérieur. Le raisonnement 
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est exactement le même que celui que nous avons fait (§ 10) pour 
une sphère pleine. 

17. Potentiel newtonien d'une circonférence. — Proposons- 
nous de calculer le potentiel newlonien d'une circonférence en 
un point quelconque M de l'espace. 

Représentons (fig. 16) la circonférence C en perspective. Soient 
OZ l'axe de cette circonférence, P un point de celle-ci, r sa dis- 
tance au point M, ds' un élément d'arc de C ; le potentiel V en M 
est : 



r=/fds'. 



Si nous supposons la circonférence homogène, la densité |jl' 
est constante et l'on peut écrire : 

ds' 



''-^'/■^- 



Projetons en Q le point M sur le plan du cercle et joignons 




Fig. iG. 



OQ, cette droite coupe la circonférence en deux points A et B ; 
enfin menons les droites MA et MB et posons : 



OP = a; 



OQ = p; 



MP = r; 



QM=z; 



et appelons w l'angle POQ (fig. 16). 
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On a 

ds' = ada), 



MA* = z*+(a — p)S 
MB» = z» + (a + p)% 



PQ« = a* + p* — 2 ap cos co, 
r* = MQ»+PQ*=z» + a"+p« — 2apcosci). 

r* peut encore s'écrire de la manière suivante : 



r* 



= ( z* + a* + pM f cos' "2 — h sin' "2" (^ ^ ^? ( ^^^* "9 ^^°* T) 



= [z« + (a — p)»] cos» ^ + [2' + (a + p)»] sin 

="MÀ'cos»-^+MB»sIn» -J. 

Le potentiel prend donc la forme : 

adri> 



1 ^ 



2 " 



/2< 
yMA'cos* 



„_|-MB*sin» ^ 



Or, si Ton désigne par M la masse attirante totale, on a : 



donc : 


















V 
M ~ 

1. 


r- 






dci) 








.\/i 


MA* cos' 


;+MB' 


* 9 

sm' 


2 


On peut donc 


poser, 


















V = 


= ?(MA, 


MB), 






et si Ton 


pose en outre 


• 
• 


















^ -r 


7 






on peut 


écrire : 














<?( 


MA, MB 


)-2 


f- 


r ■■'■ - 


àW 
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Enfin remarquons que la fonction sous le signe | est une 
fonction périodique et que Ton a, par suite, 

1 r^- 






La fonction «(MA, MB) prend la forme suivante : 



y (MA, MB) = 



r d^ 

/ 27cY/MÂ*COS*^ + 



MB* sin* T 



C'est cette intégrale qu'il s'agit de calculer ; nous y parvien- 
drons en démontrant trois propriétés importantes de la fonc- 
tion cp. 

1® La v.aleur de cette fonction ne change pas quand on permute 

entre elles les valeurs de MA et MB. On le voit, en changeant 

iz 
^' en W :t- et en remarquant que : 

3c 



P£' 



on a donc : 

!p (MA, MB) = '^ (MB, MA). 

2" Supposons MB = MA; on a : 

=p(MA,MA)=j^ 2^^Mr==Mri 3^= MÂT- 

W ?p(MA,MB) est homogène en MA et MB et de degré — 1. 
I/expression : 

MA f (MA, MB) 

est donc homogène et de degré et, par suite, ne dépend que 

MB 
du rapport -^j^. 

Soient alors (fig. 17) deux points R et R', situés sur AB et 
conjugués harmoniques par rapport à A et B; traçons, sur RR' 
comme diamètre, la circonférence C, dont le plan est perpendi- 
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culaire sur celui de C. Pour tous les points M de C,, le rapport 
-^^^ est le même et l'expression 

MA y (MA, MB), 

a la même valeur qu'au point R'. On peut donc, du potentiel 
en R', conclure le potentiel en un point quelconque de C, et, par 




Figr- 1:. 



conséquent, si Ton connaît le potentiel en tous les points du plan 
du cercle C qui sont intérieurs h sa circonférence, on connaîtra 
sans peine le potentiel en un point quelconque de Tespace. 

18. — Toute la question est donc ramenée au calcul du poten- 




Fig. i8. 



tiel en un point situé dans le plan du cercle C à l'intérieur de sa 
circonférence. 

Prenons ce plan comme plan de la figure (fig. 18). Soit M un 
point intérieur quelconque ; menons le diamètre AB passant par 
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ce point. Soit, en outre, P un point de la circonférence et P' un 
point infiniment voisin. Posons : 

OM = p, PM = r, PP' = ds', 

OA = OB==OP = OP' = a, angle MPO = e, 

angle PMO = W, angle P'MP = d V. 

Enfin, prenons pour unité de masse la masse totale M. On 

aura : 

1 
M = l et I^' = "2 ■ 

Projetons le point P' sur MP en H ; on a : 

P'II = PP' cos JPFIÏ = ds'cos e. 

Mais on a aussi : 

P'II = P'M sin(d^-) = rd^ 

On en conclut : 

rdW = ds'cose. 

n^'ds' 
Le potentiel V, qui a pour expression / , peut donc s'écrire : 



=^'/ 



d^ 
cos 8 



Le triangle OPM donne d'ailleurs la relation : 

sinO = — sîn^; 
a 

d'où : 

a cos = v/a* — p*sin* W. 



Le potentiel V prend la forme suivante : 

7 
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qu'on peut écrire : 



_ f 

\ 2 7t v'a*(sin* V 



+ cos» W) — p- sin* "V 

ou enfin : . 

d^ 



z y 




2 T. V^a* cos* W + (a^ — p*) sin* W 



On peut donc poser, en se souvenant de la définition de la fonc- 
tion rf : 

Or, on a vu que : 

V = 'f(MA,MB)=îp(a — p,a + p). 
Donc : 

Remarquons que a est la moyenne arithmétique des deux quan- 
tités a — p et a + p et que v^a* — p* en est la moyenne géomé- 
trique ; on peut donc écrire en général : 

îp (a, b) = ç (a„ b,) = ^ (a„ b,) = . . . etc. 

en posant : 

a,=: — ^ — , b, = V^ab, 

a.= "'"^ ' , b, = V^^, 
etc. etc. 



C'est là une propriété fondamentale de la fonction f. 

Remarquons que la moyenne géométrique est toujours infé- 
rieure h la moyenne arithmétique. Or, supposons a>b, ce qui 
est toujours possible, puisqu'on peut intervertir ces deux quan- 
tités sans changer la valeur de ^ ; nous aurons : 

a — b> a, — 1^1 > a» — b,> etc. ; 
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Les différences a„ — b„ diminuent quand n augmente. Je dis 
qu'elles tendent vers 0. En effet, on a : 

a, — bj < a, — b puisque b, > b; 



or 



donc : 



, a + b , a — b 
a, — b= ^ b = — -^ — , 



, a — b 
«I — bi<- 



de même 



et 



2 ' 



. a^ — b, a — b 

a, b, < rr < ^:—- 



, a — b 
«n — bn<- 



2- • 

Ainsi la différence a„ — b„ tend vers quand n augmente indé- 
finiment ; d'ailleurs, il est évident que les b croissent constam- 
ment et que les a décroissent; donc a„ et b„ ont une limite 
commune a ; on l'appelle moyenne arithmético-géométriqne des 
deux quantités a et b. De l'existence de cette limite, on conclut 
que, si a désigne la moyenne arithmético-géométrique de MA 
et MB, on a : 

y(MA,MB) = — . 

L'analyse qui précède est due à Gauss. Elle donne, pour la 
valeur du potentiel V au point M : 

si la masse attirante totale est prise pour unité ; mais, si cette 
masse est exprimée à l'aide d'une unité arbitraire et si M est sa 
valeur, on a : 

d'où la règle suivante : on considère la plus grande et la plus 
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courte distance du point M h la circonférence ; on cherche hi 
moyenne arithmético-géométrique de ces deux nombres. Le po- 
tentiel en M est le quotient de la masse totale par cette moyenne. 

19. Formule de Green. — Revenons à la théorie générale du 
potentiel. Commençons par établir quelques formules dont nous 
ferons un fréquent usage dans la suite. 

Soit un volume T limité par une surface fermée S ; désignons 
par a, p, y les cosinus directeurs de la normale extérieure a la 
surface S. Soit F une fonction quelconque de x, y, z continue 
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans le vo- 
lume T ; soient enfin d*; un élément infinitésimal de T et dco un 
élément de la surface S. On a les formules suivantes : 

les intégrales triples étant étendues au volume T et les inté- 
grales doubles à la surface S. Chacune de ces formules se dé- 
montre sans peine à Taide d^une intégration par parties. 

Soient maintenant deux fonctions U^ et Yj assujetties aux 
mêmes conditions de continuité que F. 

Posons 

F = U.V.. 

La première des trois formules précédentes nous donne : 

/(".^+v,^),_J.u,v.a„, 

Posons enfin : 



ou 



V,= 



ùx ' 
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il vient : 

Les deux autres formules (1) nous donnent de même : 

At «^^v , /-.-, dV . /-dV dU, 
j U. -g^ dx =j pU.-3^ do, -j -^ -^ dx, 

Ajoutons membre à membre ces trois dernières relations : 

J \dx dx ôy dy dz dz / 

Si Ton pose pour abréger : 

* dx """ P dy "^ 1'' dz ~ dn 

dV ôU, dV ôU, ÔV ÔU, _ Y ôV ôUi ^^ 
dx dx dy dy dz dz ^J dx dx *' 

on aura : 

formule bien connue sous le nom de formule de Green. 

On la met souvent sous une forme plus symétrique; on a, en 
effaçant les indices : 

maisy en vertu de la symétrie des termes sous le signe | dans 
le premier membre, on a également : 
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Retranchons membre à membre ces deux dernières relations : 
/(L-4V-VAU)d,=/(u4I-v4H.)d.. 

Les fonctions U et V doivent être finies, continues et admettre 
des dérivées premières continues et également finies. Elles doi- 
vent avoir, en outre, des dérivées secondes finies et intégrables ; 
les discontinuités de ces dérivées, s'il y en a, doivent se trouver 
sur une surface algébrique. 

Les théorèmes sont encore vrais pour des aires planes limi- 
tées par des contours fermés. On les exprime de même, en rem- 
plaçant les éléments de volume dT par des éléments de surface 
et les éléments de surface dco par des éléments du contour envi- 
sagé ; les intégrales triples deviennent doubles ; les doubles 
deviennent simples. 

20. — Replaçons-nous dans l'espace à trois dimensions et fai- 
sons U == 1 dans la formule de Green ; elle deviendra : 

Faisons maintenant U=V, au lieu de U=l ; la formule de 
Green donnera : 

Si, en outre, U satisfait à l'équation de Laplace AU = 0, on 
obtiendra finalement : 



i-^^-m^)'^' 



/JïT 
U d(i) est positive. Ces 

formules seront utilisées dans la suite. 

Tous les théorèmes que nous venons de démontrer s'appli- 
quent à des volumes connexes, quel que soit leur ordre de con- 
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nexion ; ils s'appliquent, par exemple, à un volume doublement 
connexe comme celui qui est compris entre deux sphères concen- 
triques ; mais, en appliquant les formules, il faut bien prendre 
garde au sens de la normale extérieure ; dans l'exemple cité, le 
volume est limité par les surfaces des deux sphères et les inté- 
grales de surface doivent être étendues aux surfaces de ces deux 
sphères ; le sens de la normale extérieure sur la grande sphère 
est celui de la portion de normale qui sort de la sphère ; au con- 
traire, sur la surface de la petite sphère, la normale extérieure 
au volume T est dirigée vers l'intérieur de la cavité, car c'est la 
direction dans laquelle on sort du volume T considéré. 

21. — Comme application des considérations précédentes, 
prenons pour volume T le volume compris entre une sphère S 
de rayon a et une sphère S' concentrique a la précédente et de 
rayon p > a. 

Ecrivons la formule de Green dans ce cas : 

L'intégrale du deuxième membre est étendue à chacune des 

. dV 
deux sphères S et S' ; mais -.j — est, d'après ce que nous avons 

dit, la dérivée suivant la normale extérieure à S' et la dérivée 
suivant la normale intérieure h S. Si nous prenons ces dérivées 
suivant les normales extérieures, dans les deux cas nous écrirons : 



ruiX-dco==ru-^do>-ru4^d«, 

J du J(sj du J^sj dn 

la première intégrale du deuxième membre étant étendue a la 
surface S' et la deuxième à la surface S. 

Supposons que, si p augmente indéfiniment, l'intégrale, 






L — i — dti), 

(S') tin 



tende vers zéro. Alors l'égalité (i) se réduira à : 

ôU ÔV , /• ,, dV 



A:AVd.+ Cy^ ^ch^- /• u 41 d.. 

J J jLà ^^ i>x c's, dn 



POLYNOMES DE lEGENDRE 



43 



Cette circonstance se présente quand les fonctions U et V sont 
des potentiels dus, le premier à une masse M, Tautre aune niasse 
M', répandues dans des volumes, sur des surfaces ou des lignes, 
mais contenues Tune et Tautre h l'intérieur de S. 

Montrons, en eflfet, que, dans ce cas, 



r 



U -i — dio, 
an 



tend vers zéro. 

Pour cela, considérons la masse attirante totale M qui donne 
lieu au potentiel U; dans cette masse totale, il peut y avoir des 
masses positives et des masses négatives ; appelons M^ la somme 
des premières et — M, la somme des secondes ; on a : 

M = M, — M,. 

Séparons, de même, dans la masse totale M' qui correspond à V, 
les masses positives des négatives : 

M'=:M', — MV 
Soit, maintenant, P un point de la sphère S'; on a en ce point : 



U 



< 



M, + M, 
— a 



dV_| M', + M'. 
'dn I ^ (? — a)* ' 



d'où : 



,dV 

"d^T 



< 



et, par suite, 



1/ 



U— i — do) 
dn 



< 



(M'. + M'.;(M. + M,) 

(? — »)' 



(M 



M'. + M',) (M. + M.) 



dV 



/dV 
U -y- d(o tend ver 

zéro quand p augmente indéfiniment. 



22. Pol3rnome8 de Legendre. — Soit V un potentiel dû h des 
masses attirantes quelconques. 
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Je suppose Torigine des coordonnées extérieure à ces masses ; 
on peut donc tracer, autour de Torigine prise comme centre, une 
sphère 21 tout entière extérieure aux masses agissantes. Nous 
nous proposons de démontrer la proposition suivante : 

En tout point situé à l'intérieur de la sphère 2, la fonction V 
est dé{>eloppable en série de polynômes homogènes en Xy y y z. 

Cette démonstration repose sur le développement de l'expres- 
sion 

A-, ^ 

Vl — 2pcosy+ p* 

suivant les puissances croissantes de p. Commençons donc par 
effectuer ce développement. 
Il sera de la forme : 

(1) A = SP.p». 

Or, on a : 

1 — 2 p cos y -f p* = (1 — pe»T ) (1 — pe- »ï ) , 

d'où : 

A = (1 — pe»T) s (1 _ pe~ »t) « . 

De plus on a, si I p I est inférieur à 1 : 



(2) (l_p)-T=H_4-p+ ^-^ 



s» 



2 i^ ■ 2.4 '" 

1.3.. ..(211-1) 
2.4.... 2n P 

Tous les coelHcients de ce développement sont réels et posi- 
tifs. On a en outre : 

it .^--r . , 1 . , , 1.3....(2n— 1) , , 



2.4....2n 



,. _,.-•. 1 . , 1.3 (2n — 1) , , 

(1 — pe 'r) .=l+_pe-'T+ -\ __i____Jp-oir+ 



Ces développements résultent du développement (2), car, si | p | 
est égal à 1, { pe^^| est aussi égal à 1. De plus, ces trois séries 
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sont absolument convergentes ; on peut multiplier les deux der- 
nières membre a membre et écrire 



n+P? 



1.3 


,(2p- 


1) 


2.4 


.....2p 





( 1 — 2 p cos Y + p') * =y a,a.e'T(-'" p 
en posant 
(3) 

Comparons les formules (1) et (3) ; ou en tire 



le signe I portant sur Tensemble des termes pour lesquels la 
somme n + p a la même valeur. 

Les a étant réels et positifs, le maximum de P„+p a lieu 
pour Y = ; on en conclut : 



n+P 



^ 2""' 



Or faisons y == dans l'expression de A ; il vient : 

1 



A^ 



1 



= l+p + p' + p'+ + p"+. 



On a donc : 



2^a„ap= 1, 



le signe S portant comme plus haut sur Tensemble des termes 
tels que n + p = O*. Bref on a : 



^1, 



Tégalité ayant lieu pour y = 0. 

Cela posé, supposons p > 0; la série 



E"-?-' 
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est convergente pour | p I < |. Calculons Terreur commise quand 
on arrête le développement au (n + 1)° terme ; posons : 



A = P,+ P,p + P,p'+ + P„p-+R«; 

Terreur cherchée est moindre que |Ro| ; or : 

|R. |<p"*'+?"^'+ , 

c'est-à-dîre : 



R. 



.«-•-I 



< 



1-p- 



Les coefficients P sont des polynômes entiers en cos y ; leur 
degré est égal h leur indice ; P„ est de degré n. Ces polynômes 
sont connus sous le nom de polynômes de Legendre. 

Les polynômes de Legendre sont alternativement pairs et 
impairs en cos y- Pour le voir, il suffit de changer, dans A, y en 
y + Tï et p en — p ; A ne change pas et, par suite, un terme 




Fig. 19. 



quelconque P„p" de la série reste le même; donc P^ ne doit pas 
changer de signe et, par conséquent, doit être pair, si n est pair ; 
il doit, au contraire, changer de signe, et par suite, être impair 
en cos y, si n est impair. 

23. Développement du potentiel ne^^rtonien en série de poly- 
nômes sphôriques. — Les considérations qui précèdent vont trou- 
ver leur application dans Tétude du potentiel newtonien. 
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Soit T un volume attirant et O l'origine des coordonnées, sup- 
posée extérieure à ce volume ; on peut tracer une sphère ayant 
le point pour centre et tout entière extérieure à T (fig. 19). 

Soient, en outre, P un point attirant quelconque du volume T 
et M un point situé a l'intérieur de la sphère. Appelons x, y, z 
les coordonnées rectilignes et p,0,'f les coordonnées polaires de M ; 
x', y', z' et p', 6', ©' les coordonnées rectilignes et les coordon- 
nées polaires de P ; enfin r la distance MP et y TangleMOP. On 
a les relations suivantes : 

r' = (x'-x)* + (y'-y;*+(z'-z}^=f--2po'cosv + p', 
cos Y = cos 6 cos 6'+ sin ô sin h' cos f'j — z^'\ , 

p'^ = x'^ + y'^+z", 
pp'cos Y == xx'+ yy'+ zz'. 

Le potentiel newtonîen V en M a pour expression : 

c'est une fonction des coordonnées p, 6 et '^ de M ; proposons- 
nous de développer cette fonction suivant les puissances crois- 
santes de p ; on a : 

1 _± 1 1 

— = (p'' — 2p?'cosY4-p*) *==--7 



P 



y/l_2^c„sv+(X.)* 



Reportons-nous au développement du paragraphe précédent ; 
on peut écrire : 



P 



n 



à r 

et Ton a : 



R. 



^7- 



. (f ) 



n+1 



1 



-if) 
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c'est-à-dire : 






p'-p 

Si a désigne le rayon de la sphère, on peut toujours construire 
une autre sphère de rayon ca, e étant < 1, telle que le point M 
soit à son intérieur. On aura : 



p < ea < a < p' 



et, par suite, 



R. 



.n+l 



< 



(1-s) 



a 



On voit que R„ tend vers quand n augmente indéfiniment 
quelles que soient les positions du point P à l'intérieur du 
volume T et du point M a l'intérieur de la sphère de rayon ea. 
La série (1) est donc uniformément convergente dans ces con- 
ditions et l'on peut l'intégrer terme a terme. On a par suite : 



(2) 






V ~T~ -J ~7 



-/ 



P 

l*'P„p'dT' 



P 



P 



/■n-rl 



Considérons Pnp** ; c'est un polynôme entier homogène et de 
degré n en x, y, z. En effet, d'après ce que nous avons dit au 
paragraphe précédent, Pq est un polynôme entier et de degré n 
en cosy. 

Or on a 

xx' -|- yy' -|- zz' xx' + yy' + zz' 



cos Y 



P? 



pVx» 



.^2 



de plus, P,p est pair en cos y et P,p + 1 est impair; P,p est donc 
entier et de degré n par rapport à 

(xx'+y/+zz7 



x' 



et p'P P,p est entier, homogène et de degré p par rapport à 
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(xx' -|- yy' H- zz')* et x* -|- y* + z' et, par suite, entier, homogène 
et de degré 2p par rapport à x, y, z. Quant à P,p + i, il est entier 
et de degré 2 p + 1 par rapport à : 

xx' + vv' + zz' 

j/x' + v' + z* ' 

il est donc égal au produit de cette expression par un polynôme 
entier et de degré p par rapport à 

(xx^+y/+zz7 . 
x* + y' + z' ' 

enfin le produit Pjp + i p***^* ne contient plus de radical et est 
homogène et de degré 2p + 1 en x, y, z. Bref, quelle que soit 
la parité de n, P^p" est un polynôme entier, homogène et de 
degré n en x, y, z. 

Si l'on considère alors le terme général de la série (2) 



/a'P o" 



on voit que ce terme est aussi un polynôme entier en x, y, z, 
homogène et de degré n. 

On démontre en outre que ces polynômes X„ satisfont à l'équa- 
tion de Laplace 

Ce sont des polynômes sphérûjiies, car on appelle, en général, 
de ce nom des polynômes homogènes en x, y, z satisfaisant à 
l'équation de Laplace. Le potentiel V est ainsi développé en 
série de la forme 

V = X. + X.+ + X.+ 



Donc le potentiel newforhien est dèveloppahle en série de poly^ 
nomes sphériques autour de l'origine^ quand Vorigine est exté- 



rieure aux masses agissantes. 



Dans ce développement, les termes de même degré sont grou- 
pés ensemble; si l'on essayait de les grouper autrement, la série 
pourrait cesser d'être convergente. 

C'est là un fait général pour les séries qui ne sont pas absolu- 

POiNCARÉ. Potent. Ncwt. 4 
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ment convergentes ; on ne peut pas modifier arbitrairement 
l'ordre des termes. En voici un exemple simple; la série sui- 
vante de polynômes homogènes : 

l + (x + iy) + (x+iy)^+ + (x + iy;"+ , 

où Ton suppose 

x+iy I <1, 



est convergente et a pour somme 

1 



l-(x + iy) 

en la considérant comme développée à la fois suivant les puis- 
sances de X et de y. 

Elle n'est pas absolument convergente, dans tous les cas où elle 
converge. Groupons, en effet, les termes dans un autre ordre; 
par exemple, effectuons les puissances indiquées et séparons 
les termes; considérons le terme 

2n! 



X". (iy'/. 



n ! n ! ' 



Quand n augmente indéfiniment, la valeur asymptotique du 
module de ce terme est : 



(2n)^e-'° ■v/4un ^ ,, 
ou, en supposant x^^y: 

ce terme ne peut tendre vers zéro que si Ton a : 



X 



1 



1 

Si donc le module de x est supérieur à ^y, le nouveau déve- 
loppement est certainement divergent, alors que le premier est 
encore convergent pour toutes les valeurs de x inférieures 

a 1—-. 
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Une pareille circonstance ne se présente pas pour les séries 
il termes positifs. 

24. Développement du potentiel ne wtonien suivant les puissances 
entières de x, y, z. — Revenons au potentiel. Nous avons démon- 
tré que le potentiel newtonien est cléveloppable en série de poly- 
nômes sphériques autour de Torigine, quand celle-ci est exté- 
rieure aux masses agissantes. Montrons maintenant que, dans la 
même hypothèse, la fonction V est holomorphe au voisinage de 
l'origine, c'est-à-dire que, dans une sphère assez petite ayant 
pour centre l'origine, elle est développable en série de la forme 



E 



Ax"'v"z% 



m,n,p étant des nombres entiers positifs pouvant prendre toutes 
les valeurs entières de zéro à l'infini. 
Pour le voir, rappelons que l'on a : 

r* = p*— 2pp'cosy + p'* 

==x'' + y* + z* — (2xx +2y/ + 2zz^;+x* + y'^ + z'- 



et posons : 



2xx^4-2yy^ + 2zz^ — X* — y^ — z 



On a, en comparant r* et X : 

r'=p-(i-X;, 

d'où : 

1 1 1 



r o' • 

_ t_ 

Développons (i — X) s ; on a : 

(1— X)""ï"=a, + a,X + a,X^+ + anX»+ , 

et, par conséquent, 

;i: i- = a„ + a.X + a.X^+ + a„X»+ 



Dans celte série, les coclHcients a sont tous>0. 
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Développons maintenant X en série entière; nous sommes 
ainsi conduits, en transformant la relation (1), à représenter - par 
une série de la forme 

et a représenter V par la série suivante : 

(2) V = V x"y°zP ^A/dx'. 

Ce développement est-il convergent et représente-t-il bien la 
fonction V? Nous allons le démontrer en prouvant que ce déve- 
loppement 

(a) y^x'^yV CA'/d'z', 



est une série absolument et uniformément convergente. 
A cet effet, posons : 

Y _ 2 x,p^ 4- 2 y,p^ + 2 z^?' + x,^ + y,^ + z,' 

r 

en appelant x^^y^z^ les modules de'x,y et z, et considérons le 
développement suivant 

(3) -L(l_x.)-T=,a^_,_a.X„ +..... -t-a.X,"+ 

r 

— \ A x™v"zP 

Etudions la série 



(") y 



A x^v^/P 



Comparons d'abord les coefficients A^, aux coefficients corres- 
pondants A. 

Tous les coefficients X^ sont positifs ; tous les a le sont aussi ; 
donc tous les termes du développement (3) sont positifs, et par 
suite, les A^ le sont également. Considérons, en outre, deux puis- 
sances égales de X et X^ : X"^ et X,,**; chaque terme de X,,** est plus 
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petit en module que le terme correspondant de \^ ; on en con- 
clut l'inégalité suivante : 

A.> I A I . 

Cela posé, reprenons la série (b) ; dans quel cas converge-t-elle ? 
Elle convergera, si Ton a : 

x.<i, 

comme on le voit en se reportant aux égalités (3). 

Pour que X^ soit plus petit que 1, il suflitque Ton ait : 

(4) 2 p'(x. + y. + z.: + p« < p'^ ; 

or on a : 

V + y,' + V = pS 

on a donc aussi : 

I ^o + yo + Zo I <p/3^ 

et la condition (4) sera remplie si Ton a : 

2p'pt/3 + ?«<p'S 



ou bien 



c'est-à-dire 



c'est-à-dire enfin 



(? + ?' v'S)' - 3 p« < p'S 
(p + pV3}'<4p'S 



?<?'i2-v'3), 
et, à fortiori, si l'on a : 

p<a(2-\/3), 

a désignant comme au paragraphe précédent le rayon d'une 
sphère fixe, ayant l'origine pour centre, tracée de manière à lais- 
ser à son extérieur toutes les masses agissantes, enfin contenant 
le point M où l'on étudie le développement du potentiel. 

Supposons donc cette condition remplie; alors X^ est inférieur 
à 1; la série (b) converge. Considérons maintenant la série sui- 
vante (c) 
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OÙ Y-Q désigne un nombre positif supérieur à ||jl|; cette série 
converge comme la série (b). Enfin comparons notre série (c) ii 
la série étudiée (a). Tous les termes de (a) sont inférieurs en module 
à ceux de (c) ; or (c) est une série à termes positifs et elle converge; 
donc (a) est absolument convergente. 

La relation (2) est donc justifiée. 

Ainsi le potentiel newtonien est développable autour de Tori- 
gine en série entière procédant suivant les puissances de x, y, z. 

On peut effectuer, de même, le développement au voisinage 
d'un point quelconque (x^ y^ zj extérieur aux masses ; le déve- 
loppement procède alors suivant les puissances de x — x^, 

y— yo^z— ^• 

On peut donc énoncer en général le théorème suivant : au 
s^oisinage d'un point (x^y y^y zj extérieur* aux masses agissantes^ 
le jwtentiel nesK'tonien est une fonction holomorphey c'est-à-dire 
dés^eloppable en série entière procédant suivant les puissances 
croissantes de x — .r„, i/ — y y, z — z^^. 

La démonstration n'a été faite que pour un volume attirant; 
elle s'applique évidemment sans modification au cas d'une dis- 
tribution quelconque de masses. 

25. Autre développement en série du potentiel newtonien. — 
Considérons maintenant (fig. 20) un volume attirant T et un 
point M extérieur à ce volume, situé de telle sorte qu'on puisse 
tracer une sphère S contenant le volume T tout entier, mais lais- 
sant le point M à son extérieur. 

Prenons le centre O de cette sphère comme origine des coor- 
données. 

Si p,p', Y et r ont les mêmes significations que précédemment, 
on a 

i-=:[?^-2p?'cOSY+p'«rT 

= _-4-P -*--UP J!. U... -UP -2 LR 

r r r r 

Le point M étant à l'extérieur de S, on peut construire une 
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Vy 



deuxième sphère S^ concentrique a S, dont le rayon ea est plus 
grand que le rayon a de S et qui laisse le point M a son exté- 
rieur ; on a donc : 

p>£a>a>p' et e>l 
Raisonnons comme au § 23, on voit que 



P — ? 
ce qui montre que la série : 

J. 

P 



R |<w_<J^ L_ 



P ^-1- _L.P 



P 



/B 



P' 



P 



est uniformément convergente pour toute valeur de p' correspon- 
dant à un élément de volume quelconque dT' de T. 




lY 
Fig. ao. 



On peut, par conséquent, intégrer terme a terme et écrire 



les intégrales étant étendues au volume T. 



n*\ 
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Considérons le terme général de cette série 

C P„,o^>'dV 

J r' ' 

on peut récrire : 

i r Y 

PnP" est un polynôme homogène de degré n par rapport aux 
coordonnées x, y, z du point M ; il en est donc de même de Y„. 
Le développement de V prend la forme : 

Y Y Y 

^ p ^ p« ^ ^ p*°^* ^ 

Si Ton remarque que l'on a 

AV = 0, 
on démontre sans peine que Ton a 



' (7^) = »• 



et ensuite 

AY. = 0. 

Les polynômes homogènes Y„ sont donc des polynômes sphé 
riques. 

Tout ce qui précède est vrai d'un point M quelconque exté- 
rieur h la sphère S'; si le point M s'éloigne indéfiniment, on voit 
que la valeur asymptotiquc de V est 






comme nous savons d'autre part qu6 cette valeur asymptotique 

M 

est —, M désignant la masse attirante totale, on conclut 

P 



Y, = M. 



26. Développements analogues pour le potentiel logarithmique. 
— On peut obtenir des développements analogues pour le poten- 
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tiel logarithmique dans le plan. Soit (fig. 21) une surface plane 
attirante S, P un de ses points et Torigine des coordonnées 
supposée extérieure ii S. On peut tracer un cercle C ayant le 
point O comme centre et tout entier extérieur à Taire attirante S. 




Fig. ai. 

Soit, en outre, M un point attiré situé à l'intérieur du cercle C, 
X, y ses coordonnées et x', y' celles du point P. Appelons p, p', r 
les distances OM, OP et MP. Posons : 



on a : 



x + iy — z, 


x' + iy'-z'.; 


P— z|, 


P'-U' , 



r=|z' — z|. 

Soit [jl' la densité de la matière attirante au point P ; la valeur V 
du potentiel logarithmique en M est : 



V=r[AMog-^do>'. 



Aiù' désignant l'élément infinitésimal de Taire S et Tintégrale 
double étant étendue à Taire S tout entière. La valeur de V n'est 
autre que la partie réelle de Tintégrale. 



W 



=/^'log^^dco'. 



58 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

Or, il est facile de développer \V suivant les puissances crois- 
santes de z : appelons a le rayon du cercle C ; puisque le point M 
est intérieur à ce cercle, on peut tracer une deuxième circonfé- 
rence C, concentrique à la première, dont le rayon ea est plus 
petit que le rayon a de C et telle que le point M soit à son inté- 
rieur. On a donc : 

(1) p<sa<a<p' et 6<1; 

on a d'ailleurs 

log lA^ == log ^ - log (l --f ) . 
Or, d'après les inégalités (1), on a 



(2) 



Z 

T7 



< — <i; 

a 



on peut, par conséquent, développer logll r) en série entière 

et écrire : 

H(i-f)=ÉA..-.^-iit7r 

o 

Cette série est uniformément convergente pour tout point P 
de l'aire S, car, pour un quelconque de ces points, les inégalités (1) 
et (2) sont satisfaites ; on peut donc intégrer cette série terme à 
terme et écrire 

(3) W = fiA'. log ^ dw' — V z" rA„}JL'doy , * 

les intégrales doubles étant étendues à l'aire S. W est ainsi 
développé en série entière ; on en conclut sans peine le dévelop- 
pement de V en série de polynômes homogènes. On a, en effet : 

z° = p"e"*«, 
w désignant l'argument de z. On peut donc poser en outre : 

JjjL'A„dw' = R„e'»° ; 
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la partie réelle de j [jlA„ z° dw' est donc : 

R„p°cos(mo + Ô„); 

c'est un polynôme homogène et entier en x et y, et, si Ton remar- 
que que V est égal a la somme de la série des parties réelles du 
développement de W, on voit que V se trouve développé en série 
de polynômes homogènes ; ils satisfont évidemment à Téquation 
de Laplace. 

27. Considérons maintenant (fig. 22) un point M suffisamment 
éloigné de l'origine pour que l'on puisse tracer, autour de 




Fig. 'X'i. 

comme centre, une circonférence C contenant l'aire S à son 
intérieur et laissant le point M à son extérieur. On peut alors 

développer le potentiel logarithmique V en M suivant les puis- 

1 . 
sances de — ; il suffit, pour le voir, de faire un raisonnement 

semblable à celui du § 26. Du point O comme centre, on peut 
décrire une circonférence C dont le rayon ea soit plus grand que 
le rayon a du cercle C et qui laisse le point M à son extérieur ; 
on a, dans ce cas, 

p>£a>a>p' et £>1. 
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Reprenon^rexpressioii de W : 



on a : 



Hv:^=iog-J^-iog(i_4), 



et, comme on a 

<1, 



quel que soit le point P choisi dans S, on peut développer 

en série entière procédant suivant les puissances 
1 



S'-t) 



croissantes de- 

z 



h(<-4)-2:* 



z~" 



et cette série est uniformément convergente ; on peut donc 
écrire : 

(1) W =/log -^ v'Ais,' +^z-y(— A„) [ji'dco' 

les intégrales doubles étant étendues a l'aire S. En prenant les 

parties réelles des différents termes, on voit que la série du 

second membre de l'expression (1) donne lieu pour V -à un déve- 

1 
loppement procédant suivant les puissances croissantes de — ; 

? 
ce développement est précédé, dans l'expression de V, par la par- 
tie réelle de l'intégrale : 



/log 



^ jjL'dw' = log. — ^ M, 



M désignant la masse attirante totale ; cette partie réelle est : 

M log -" . 
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Le développement de V est donc de la forme : 





V = 


=jMlog-!i 


+^y 


°cos 


no,-l.) 


en 


posant : 




/(- 


A.}|i'dio'= 


=R.c" 




et 








z = pe-- 








Remarquons 


que 


l-expression : 












?" 


°eos (n»i>- 


-«.). 




peut s'écrire : 
















f 


-•Vf- 


«■><"" — 


'.) = 


?'■' 



X. étant un polynôme entier, homogène, de degré n en x et y, 
satisratsant, en outre, à l'équation de Laplace. 
Finalement on a : 



=Miog-!:^+y% 



On voit immédiatement, sous cetle forme, que l'expression de V 
ne contient pas de terme indépendant d'x et d'y; en outre, lors- 
que le point M s'éloigne ii Tinlini, le potentiel V a pour valeur 
asymptotique 

M log ^, 
résultat que nous connaissions déjà (§ 8)- 



CHAPITRE II 

POTENTIKL EN UN POINT INTÉRIEUR AUX MASSES AGISSANTES 

FORMULE DE POISSON 



28. Convergence des intégrales. — Application au potentiel. — 
Jusqu^ci nous avons étudié le potentiel en des points extérieurs 
aux masses attirantes; nous allons maintenant étudier ce qui se 
passe quand le point attiré est situé an sein même de ces masses. 
Cette étude repose sur la considération dMntégrales portant sur 
des fonctions qui deviennent infinies pour un point du champ 
d'intégration; commençons donc par établir les propriétés de 
ces intégrales. 

1® Intégrales simples. — Considérons l'intégrale définie 

/ f(x)dx, a<b. 

«-a 

Si la fonction f(x) devient infinie pour x -^= a, la définition 
ordinaire de l'intégrale ne s'applique plus et l'intégrale n'a plus 
de sens; pour lui en donner un, on modifie la définition. On 
considère l'intégrale 



/ 



la définition ordinaire s'y applique ; soit J, sa valeur; si J, tend 
vers une limite J quand e tend vers 0, l'intégrale est dite row- 
vergentc et l'on représente cette limite J par la notation 



rf(x)dx. 



Si, au contraire, J, augmente indéfiniment ou n'a pas de limite, 
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quand s tend vers 0, l'intégrale est dite divergente et le sym- 
bole 



Va 



n a aucun sens. 

Voici des exemples de ces deux cas. Si Ton peut trouver un 
nombre a<l tel que Ton ait 



f(x) 



<^ 



1 



X — a'* 



la limite J existe et l'intégrale est convergente. Si, au contraire, 
on peut trouver un nombre ^ > 1 tel que 



f>} 



> 






J, augmente indéfiniment et l'intégrale est divergente. 

2® Intégrales doubles, — Soit une aire plane S (fig. 23), limitée 
par une courbe fermée C, et une fonction f (x, y) devenant infi- 




Fig. a'3. 

nie en un point O de Taire S, mais restant continue en tous les 
autres points de l'aire. 
L'intégrale double 






étendue à tous les éléments d(o de Taire S, ne rentre pas dans la 
définition ordinaire et n'a aucun sens par elle-même. Pour lui 
en donner un, entourons le point O d'une petite courbe fer- 
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mée C; appelons S' Taire enfermée par la courbe C, et S" Taire 
comprise entre les courbes C et C ; Tintégrale 



t/ t/(S") 



étendue à Taire S", a un sens et sa valeur varie quand la courbe 
C change de grandeur et de forme. Supposons que J/ ait une 
limite J quand la courbe C\ diminuant d'étendue dans tous les 
sens, vient s'évanouir au point O; on prend cette limite pour 

définition de Tintégrale j j f (x, y) dw ; on dit alors que Tin- 
tégrale Je- est convergente. 

Dans le cas contraire où J^- n'a pas de limite finie, Tintégrale 

Je' est dite divergente et Tintégrale 1 I n'a aucun sens. 

29. Dans quels cas Tintégrale Je- est-elle convergente? En 

voici un. Posons 

OM = r, 

et admettons que Ton ait en tout point de Taire S : 

M 



f(x,y) 



< 



a<2, 



on peut alors affirmer que J^- est convergente. Pour le voir, sup- 




Fig. 24. 



posons d'abord la fonction f (x, y) positive en tout point de S. 
Traçons, autour du point O (fig. 24) comme centre, deux cercles, 
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Tun C^, de rayon Fq, que nous laisserons fixe ; Tautre plus petit C" 
dont nous ferons tendre le rayon r'' vers zéro. Enfin, pour sim- 
plifier le langage, désignons par les symboles 



IL' IL- IL: 



les intégrales étendues aux aires comprises respectivement entre 
les courbes : C et Cq, C et C, Q et C. L'intégrale 






a un senfi; elle est > o et augmente quand r'' diminue. On a, de 
plus, 

/£ f(x,y)d<o</£-^do>, 
et, par suite, 

/rf(x,,.)d.<//3d»+//j-d., 



c — f . ' V t c«— c 



la première intégrale du second membre reste fixe ; quant à la 
deuxième, elle a pour valeur : 



J «/c.— c" 



— dw = z 7î ^ Itz. ^ 

r« 2 — a 2 — a 



et on voit que, si a est inférieur à 2, elle tend vers une limite 
finie quand r'' tend vers zéro. 

L'intégrale du premier membre \ \ f (x, y) dw, qui reste 

toujours inférieure à cette limite et va sans cesse en augmentant 
quand r^' diminue, a donc aussi une limite. 

Le résultat n'est pas changé, si Ton remplace la circonfé- 
rence C" par une courbe CJ de forme quelconque entourant le 
point O et venant s'évanouir en ce point; on le voit facilement en 
traçant, autour de pris comme centre, deux circonférences CJ' 
et Cj' comprenant entre elles la courbe C et venant s'évanouir 
en O en même temps que celle-ci. 

Supposons maintenant que la fonction f ait un signe qucl- 

POiNCARÉ. Polent. Ncwl. 5 



^ 
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conque; les coDclusions précédentes s'y appliquent encore. 
Posons, en effet, 

en convenant que Ton a : 

f, = f et f, = 0, 
en tous les points où f est > 0, et : 

f, = et f, = — i 

en tous les points où f est < 0. 

On peut appliquer à fj et f, le raisonnement précédent ; les 
deux intégrales : 

J. = rf f.(x,y;dco et J,-/Y f,:x,y)do>, 
sont toutes deux convergentes ; leur différence, 

l'est donc aussi et la proposition énoncée plus haut se trouve 
entièrement démontrée. 

On peut aller un peu plus loin ' \ \ .K(x, y) | dw est conver- 
gente, car elle est égale à J, -|- J,. Pour cette raison, l'intégrale J 
est à\iQ absolument con\>ergenle. Remarquons enfin que les limites 
de ces quatre intégrales sont indépendantes de la suite des 
formes que prend le contour ÇJ lorsqu'il vient s'évanouir au 
point O. 

Tous ces résultats s'appliquent au potentiel d'une surface 
attirante, quand le point attiré est intérieur aux masses agis- 
santes. Ce potentiel a pour expression : 



v=//^d... 



La fonction f (x, yj du raisonnement précédent est ici — ; elle 

satisfait donc aux conditions suilisantes de convergence indi- 
quées dans l'énoncé et l'intégrale V a un sens bien défini en 
tout point de la surface attirante. 



I 



I 
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30. Intégrales triples, — On définit la convergence, dans le cas 
des Intégrales triples, comme dans celui des intégrales doubles. 
Soit S une surface fermée limitant un volume V; soit F (x, y,z) 
une fonction devenant infinie en un point du volume V, mais 
restant continue en tous les autres points ; pour donner un sens 
à rintégrale triple 

on entoure le point O d'une surface fermée S' et Ton considère 
rintégrale 



y=.fff F (x, y, z) dT, 

1/ c' t/(V') 



étendue au >olume V compris entre les deux surfaces S et S\ 
Si J' a une limite quand S' vient s'évanouir au point 0, on dit 
que cette intégrale est convergente et cette limite est prise pour 
définition de J. Dans le cas contraire, J' est dite divergente et 
rintégrale J n'a aucun sens. 

On peut affirmer la convergence de J', lorsque l'on peut trou- 
ver deux nombres positifs, l'un M, fixe, et l'autre a< l\, tels que 
l'on ait en tout point du volume V : 



F (x, y, z) 



< 



M 



r désignant la distance du point O à un point quelconque x, y, z 
du volume. L'intégrale J' est en outre absolument* convergente, 
car l'intégrale 



fff 



F fx, v,z' 



à'. 



converge aussi ; la limite de J' est alors indépendante de la suc- 
cession des formes que prend la surface S' et la valeur de J est 
bien déterminée. Un exemple de ce cas de convergence est 
fourni par le potentiel newtonien d'un volume attirant, quand le 
point attiré est à l'intérieur des masses agissantes. Ce potentiel 
est, en effet, représenté par l'intégrale triple 



/ 



l'dT' 
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la fonction sous le signe | satisfaisant aux conditions énoncées ; 

cela suppose toutefois que la densité [x' reste finie. 

Les composantes de l'attraction, elles-mêmes, sont données 
par des intégrales absolument convergentes. Soit, en effet, ^-o ^"^ 
limite supérieure de la densité; on a : 

I !^' I <^; 

Tune des composantes, par exemple celle qui est parallèle à Ox. 
a pour expression : 



._/JLi 



-^ 



x -- » X 



r' 



Or on a : 

x' — X I < r, 



et, par conséquent, 



.u. ,^X X 



i 



r'* 



^ r^ • 



X est donc absolument convergente. 

31. Intégrales d'ordre quelconque. — Soit n Tordre de Tinté- 
grale ; quand n est supérieur a 3, on ne peut plus se servir de la 
représentation géométrique, mais le mode de raisonnement reste 
le même. 

Soit F(xj, Xj,...,x„'l, une fonction de n variables et considérons 
l'intégrale d'ordre n : 

J = I Fdxj dxj dxj dx„, 

étendue par exemple à un champ défini par l'inégalité 

Supposons que F devienne Infinie pour un point du champ, 
dont nous pourrons supposer les n coordonnées égales à zéro 
sans restreindre la généralité. 

Posons 

1 — ^ X^ I X^ — |— . . . . . p— A0 . 
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Appelons J' Tintégrale j F dxj dx, dx„ étendue au champ dé- 
fini par les inégalités : 

r>p>0. 

L'intégrale J' a un sens si nous supposons la fonction F con- 
tinue en tout point du champ primitif autre que le point 0. Si, 
quand p tend vers zéro, J'a une limite,cettelimitedéfinitJ; sinon, 
J n'a aucun sens; dans le premier cas, il y a convergence et, dans 
le second, divergence. On peut affirmer la convergence dans le 
cas où l'on a en tout point du champ primitif : 



F 



M 

< , avec a<u, 

r« 



M désignant un nombre positif fixe. 

32. Intégrales absolument convergentes et intégrales semi-con- 
vergentes. — Exemples. — Revenons aux intégrales de ligne, de 
surface et de volume. 

Soit 

J =J Fdt, 

une intégrale simple, double ou triple suivant que dt désigne un 
élément de ligne, de surface ou de volume. Supposons que la 
fonction F devienne infinie ou discontinue en un point du 
champ d'intégration et qu'on ait démontré la convergence de 
l'intégrale J. On dit que cette intégrale est absolument cons^er^ 
genlCy si l'intégrale 



/ 1 ^^ ¥'^ 



étendue au même champ, est elle-même convergente ; dans le 
cas contraire, l'intégrale J est dite semi-conçergente. Nous avons 
donné (29 et 30) des exemples d'intégrales absolument conver- 
gentes. Voici maintenant des exemples d'intégrales semi-conver- 
gentes. 

Premier exemple. — Soit l'intégrale : 



/** sin ax , 
/ "X, 



:o 
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Elle est convergente, car : 



1 



•/o 



smax 






elle est semi-convergente, car : 



Uni 



r^ I sin ax 1 , 
mii^, / ; ax = 



X 



Deuxième exemple. — Soît un cercle attirant limité par une 
circonférence C ; supposons la densité constante et égale à 1 ; 
proposons-nous de calculer l'attraction au centre O (fig. aS). 




Fig. a5. 

Prenons pour origine ce point et, pour axes de coordonnées, 
deux droites rectangulaires Ox', Oy'. L'une des composantes de 
l'attraction, X par exemple, a pour expression au centre : 



X=/^d<o'. 



Cette intégrale est convergente. 

En effet, entourons le centre d'un cercle C! concentrique au 
premier et considérons l'intégrale : 






étendue à la couronne comprise entre les deux circonférences. 
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Appelons s le rayon de C, p celui do C et passons en coordonnées 
polaires ; on a : 

J,. = /Vos We C— =. sin 2 :: — sin iV log -2. ^_ (). 

Ainsi J^. est constamment nulle. Sa limite est 0, quand £ lend vers 
zéro. L'intégrale X est donc convergente. 

Montrons qu'elle est semi-convergente, c'est-à-dire que Tînlè- 
grale 

ne converge pas. 

Cette intégrale, étendue à tout le cercle, est égale au double de 
l'intégrale 



1 ^ a»'. 



étendue au demi-cercle BCAB. 

Calculons donc celle-cî ; si elle a un sens, elle est la limite de 
la portion correspondante de J^ relative à la demi-couronne 
BCAEFDB. Or, celle-ci est égale à : 



15 



quantité qui augmente indéfiniment quand s tend vers zéro. L'in- 
tégrale X est donc semi-convergente. On peut démontrer déplus : 
étant convergente, elle a une limite quand on entoure le point O 
d'une courbe C, puis qu'on calcule l'intégrale relative i\ l'espace 
compris entre les deux courbes, et enfin qu'on fait évanouir C 
au point O ; mais, étant semi-convergente, sa limite dépend de la 
courbe C et de la succession des formes que prend celte courbe 
avant de s'évanouir au point O. 

C'est ce que je vais montrer. 

Supposons d'abord que C soit une circonférence concentri([ue 
à C; la raison de symétrie, comme aussi le calcul fait précédem- 
ment, montrent que l'attraction de la couronne au point O est 
nulle. Etant nulle constamment, elle définit une limite nulle, 
quand C vient s'évanouir au point O. 
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Par un autre procédé, au contraire, on peut définir une limite 
différente de zéro. Dans les raisonnements qui vont suivre, nous 
nous appuierons sur le lemme suivant : 

Lemme. — Deux surfaces attirantes homothétiques S et S', telles 
que les densités en deux points correspondants soient égales, 
exercent la même attraction au centre O d'homothétie. 

Ce lemme est presque évident ; 

soient, en effet, deux éléments cor- 

S'/^ ^,, — ^ I respondants (fig. 26) dw et dw', r et 

r' leurs distances respectives au 
point O ; leurs attractions au point O 
sont : 




pour dw : — 



ico 



pour 



diù':^ 



d(0' 



,./i 



Ces deux attractions dirigées sui- 
vant la même droite sont bien égales, 
puisqu'en vertu de Thomothétie, on 
a : 

d(o dtù' 



¥\g. 16. 



.'i 



Cela posé, reprenons notre cercle C et prenons comme courbe 
auxiliaire une autre circonférence O (fig. 27), non concentrique 
à C, ayant son centre en un point O' voisin de O. Menons la ligne 
des centres 00' ; cette droite coupe nos deux circonférences aux 
points A, B pour la première et A', B' pour la seconde. 

Supposons que, des deux points A' et B', le plus rapproché de O 
soit A'; décrivons alors, du point O comme centre avec OA' comme 
rayon, une circonférence C,. 

Appelons p, p', pj les rayons des circonférences C, C et C,, 
puis traçons une circonférence C^ tangente en A à la proposée C 
et telle que son rayon p^ satisfasse à la relation 



h. 



Pi 
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Alors les deux cercles C„ et C sont homothétîques par rapport 
aj point O el le rapport d'homothétie est — . D'autre part les 
deux cercles C et C,, étant concentriques, ont aussi pour centre 
d'homothétie le point et même rapport d'homothétie que les 
deux précédents en vertu de la relation (l). Il en résulte que les 




deux portions de plan couvertes de hachures, l'une comprise entre 
les circonférences C^ et C, l'autre entre les circonférences C et C,, 
sont homothctiques par rapport au point 0. Si donc on suppose 
la première couverte de matière attirante avec une densité égale 
à t comme celle qui recouvre le cercle C, son attraction au point (> 
sera la même que celle de la seconde. 
Nous exprimerons cette propriété par l'égalité 



désignant en général par C„ — C, la portion de plan comprise 
entre les courhcs C„ et C,, et par A,^_,__ l'attraction que cette 
portion de plan exerce au point 0. 

lulons calculer, c'est ta limite vers 



Cela posé, ce que nous ■ 
laquelle tend Ai_,, quand le cercle C \ 
Or, on a évidemment : 



ent s'évanouir au point O. 
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ce qui se réduit ii : 



A . = — A„. 



■•c— c 



c'-e, 



(3;. 



puisque A^..^ est nulle, par raison de symétrie. Rapprochons les 
relations (2) et (3), nous aurons : 



•^^c— r' '*f„— c ■ 



(4; 



Faisons alors évanouir le cercle C au point O de manière que 

le rapport-^ reste constant, les deux termes de ce rapport ten- 

Pi 

dant vers zéro. Kn vertu de la relation (1), le rapport—^ reste 

P«. 
aussi constant et, par conséquent, le cercle Q reste invariable ; 

il en résulte que A,. _c reste fixe. 

Ainsi, rintégrale qu'il s'agit d'étudier, A^ _ c', reste constamment 

égale h une quantité fixe — ^c^-d ^^^ peut donc écrire : 

lim. A-_.. = — Ap _.j.. 



Montrons maintenant que A^..,. n'est pas nulle. Cela estpresque 
évident. 




Figurons à part (fig. 27 lus) les deux circonférences C^ et C; 
traçons la droite MN perpendiculaire en O à la ligne des cen- 
tres. Enfin, décrivons une troisième circonférence C, égale à Co 
et tangente intérieurement en B à la circonférence C ; cette cir- 
conférence passe évidemment par les points M et N. L'aire attî- 
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rante Q — C est ainsi divisée en deux parties : Tune comprise 
entre les trois circonférences C, Q et Cj ; l'autre comprise entre 
C, etCo ; elle est représentée, dans la figure, couverte de hachures. 
La première partie a manifestement une action nulle au point O 
par raison de symétrie ; quant à la seconde, son action est diri- 
gée suivant la ligne des centres et ne peut être nulle, car tous 
ses éléments, étant situés d'un même côté de MX, les projections 
sur AB de leurs actions en O sont toutes de même signe. 

En résumé, A^ _ ^ est différente de zéro et, par conséquent, 
on a : 

lim Ap.c^^fcO. 

On voit donc que, suivant la courbe auxiliaire choisie pour défi- 
nir l'attraction au point O et suivant la succession de formes 
par lesquelles on fait passer cette courbe, on peut obtenir pour 
l'attraction une limite nulle ou une limite différente de zéro. 
Cette circonstance caractérise les intégrales semi-convergentes. 

Des considérations analogues pourraient être faites au sujet 
d'une surface quelconque. On verrait, de la même façon, que les 
composantes de l'attraction, en un point d'une surface attirante, 
sont données par des intégrales semi-convergentes. 

Au contraire, le potentiel d'une surface attirante, que nous 
allons étudier maintenant, va nous fournir un exemple d'inté- 
grale absolument convergente. 

33. Autre exemple. — Potentiel d'une surface attirante quel- 
conque en un point de cette surface. — Soit S une surface atti- 
rante ; son potentiel en un point M est donné par l'intégrale : 

(1) v=/'i^. 

jjl', r, d(o' étant les notations connues. 

Supposons que le point M soit pris sur la surface S elle-même ; 
nous allons montrer que l'intégrale précédente garde un sens et 
est absolument convergente, si la densité jjl' reste finie en tout 
point et si la surface S admet, en M, un plan tangent unique. 

Menons ce plan tangent (fig. 28) ; prenons-le pour plan des xy 
et prenons le point M pour origine; soient P le centre de gravité 
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crun élément dw' de S, P' sa projection sur le plan des xy, îp 
Tangle de ce plan avec le plan tangent en P, enfin x', y', z' les 
coordonnées de P ; on a : 

(2) ^-'— '''"''y 



da)' = 



cos z 



Cela posé, traçons sur S une courbe C entourant le point M 
et soit C sa projection ; la courbe C partage S en deux zones, 




Fig. a8. 

Sj et S,, la première, Sj, étant celle qui comprend le point M. 
Appelons V, et V, les potentiels respectifs de S, et S, ; on a : 

V, a un sens au point M ; il sudit d'étudier V, ; cette intégrale a 
pour expression : 






en vertu de (2), on peut Técrire : 



V, = r — f^dx'dv'. 
J r cos ^ 



Cette dernière intégrale est étendue h une aire plane, à la portion 
du plan des xy comprise a l'intérieur de C" . 

Or, on peut choisir la calotte Sj assez petite pour, qu'en chacun 
de ses points, on ait : 

1 



cos 



î 



<a, 
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'a désignant un nombre fixe; cela est possible, car, au point M^ 
cos rf est égal à 1 . 

Ecrivons alors la fonction sous le signe / , * , de la 

^ J rcos ^ 

manière suivante 

1 r' 



' cos c5 r m 



r' r' 



en posant 

1 r' 



m'=u' 



* cos CD r 

et 

r' = MP'. 



L'intégrale devient alors : 
(3) v.= r-^dx'dy'; 

m' peut être considéré comme une fonction de x', y', puisqu'il 
chaque point P et, par suite, à chaque point P\ est attachée une 
valeur de m' ; de plus, cette fonction est essentiellement limitée, 

car elle est égale au produit de trois autres qui sont limitées : 

1 . r' 

jjl' Test, par hypothèse, et > par construction, enfin -^est 

inférieur à 1. L'intégrale (3) est alors le potentiel en M d'une 
portion du plan des xy, celle que limite C\ sur laquelle la densité 
de la matière attirante est la fonction m'. Nous avons vu (29) 
qu'une pareille intégrale est absolument convergente. Le théo- 
rème général est donc démontré. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé, pour plus de sim- 
plicité, que la surface S était pourvue d'un plan tangent bien 
déterminé en chacun des points qui avoisinent le point M. 
Cette hypothèse n'est pas toujours indispensable. 

Prenons, en effet, le cas d'un cône circulaire droit. Supposons 
que M soit le sommet de ce cône. Prenons pour plan des xy le 
plan perpendiculaire à l'axe du cône et effectuons les mêmes 

transformations que ci-dessus. On a encore facilement une limite 

. . . r 
supérieure de Im'j. En effet, u' est une quantité finie ; — est le 
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cosinus de l'angle d'une génératrice du cône avec sa projection-; 

reste éffal à Tinverse du cosinus de rangle d'un plan tan- 

cos ? . 

gent au cône avec le plan xy. On peut donc refaire ici le raison- 
nement indiqué plus haut. 

La conclusion subsiste encore si le point M est un point sin- 
gulier de la surface S, lorsque le cône des tangentes en ce point 
est, par exemple, un cône réel du second ordre, ou lorsque ce 
cône se réduit à un système de deux plans réels distincts. Cela se 
voit, comme dans le cas du cône circulaire droit. 

34. Analogie avec les séries. — Avant de poursuivre l'applica- 
tion des principes précédents à l'étude du potentiel, faisons une 
remarque. 

La théorie des intégrales convergentes doit être rapprochée de 
celle des séries. Les dénominations de com^ergenfe, absolu ment 
cons>er{](en(ey semi-con\>ergente y se définissent pareillement dans 
les deux théories et les propriétés correspondantes sont compa- 
rables. Les deux théorèmes suivants mettent en évidence cette 
analogie étroite : 

1® Quand une série est absolument convergente, on peut modi- 
fier l'ordre des termes sans en changer la somme; 

2^ Quand une intégrale est absolument convergente, on peut 
choisir arbitrairement la courbe ou la surface évanouissante qui 
entoure le point de discontinuité et la faire passer par une suc- 
cession quelconque de formes. On peut aussi intervertir l'ordre 
des intégrations. 

Ce dernier point se démontre sans difficulté. Soit, par exemple, 
l'intégrale double 

J ==j4\x, y; dx dy, 

étendue à une aire plane S limitée par une courbe C ; suppo- 
sons que la fonction f devienne infinie en un point M du champ 
d'intégration et, qu'en tout point de Taire, on ait : 



k"^^ y; 



^1 

< , avec a<i, 

r* 



M étant un nombre positif fixe ; l'intégrale est alors absolument 
convergente. 
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Entourons le point M d'un cercle S de rayon p, ayant ce 
point pour centre. Le champ d'intégration est ainsi partagé en 
deux parties, S^ et Sj, Sy étant la portion du champ comprise à 
l'intérieur de 2. Appelons J^ et J^ les valeurs de l'intégrale ci- 
dessus, quand on prend respectivement pour champs d'intégra- 
tion Sq et S,. 

On a : 

Pour J,, on peut intervertir l'ordre des intégrations, puisque la 
fonction reste finie dans le domaine S,. Voyons ce qui se passe 
pour Jç ; on a : 



J. 



< 



et, par suite, 



J. 



2 7:Mp*-« 
1 — a 



en prenant p assez petit, on peut rendre | J^j inférieur à un nombre 
-;^ donné ii l'avance. Intervertissons l'ordre des intégrations; 
J et Jç deviennent J' et J'^, et, puisque Jj ne change pas, on a : 

J J'^=J J' • 



mais on a : 



J. 



£ 

<-2- 



et 



J', 



s 



donc : 



et, par conséquent, 



|J,-J'«J<^, 



I j-j'l<£, 



quel que soit s. Comme J — J' est bien déterminé et ne dépend 
pas xle p, on a nécessairement 

ce qui démontre qu'on peut intervertir l'ordre des intégrations. 
Cette remarque permet de démontrer facilement un théorème 
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relatif au potentiel ; soit T un volume attirant, M un point inté- 
rieur, V le potentiel en M, et X une des composantes de Tattrac- 
tion en ce point. V et X sont donnés par les intégrales suivantes : 

Ces intégrales sont absolument convergentes (30). Considérons 
l'intégrale quadruple : 

/ Xdx, 

Xq et X, désignant les valeurs de x en deux points M,, et M,. 
Cette intégrale est absolument convergente. Je me propose de 
démontrer la relation suivante : 



i; rxdx=\\-v„, 



V, et Vq étant les valeurs du potentiel en Mj et M^. Cette rela- 

dV 
tion serait évidente, si Ton avait démontré que X = -r — ; cette 

* ox 

démonstration sera faite plus loin dans le cas — qui est le cas 
actuel — où le point M est intérieur aux masses agissantes. Pour 
l'instant, démontrons directement la relation (1). L'intégrale 
s'écrit : 

Ju ''tj ^ dx 
ou, cil intervertissant l'ordre des intégrations : 

ce qui démontre le théorème annoncé. 

35. Potentiel newtonien d'un volume attirant. Existence des dé- 
rivées premières. — Soit T un volume attirant, M un point inté- 
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rieur aux naisses agissantes ; le potentiel en M est donné par 
l'intégrale : 






et les composantes de l'attraction en ce point par les intégrales : 

jx^y— x) ^^_^ 






j 1^1 



Ces quatre intégrales sont absolument convergentes (30). 

Lorsque le point attiré M est extérieur aux masses agissantes, 
les composantes de l'attraction sont aussi les dérivées premières 
du potentiel. Je vais faire voir qu'il en est de même, quand M est 
intérieur aux masses agissantes. 

Je vais démontrer, par exemple, que -r — existe et que l'on a : 



dx 



X = 



Ox 



Traçons (fig. 29) une sphère 2, ayant pour centre M et 



pour 




Fig. 29. 

rayon p. Sur une parallèle à Ox menée par M, prenons un point 
M' voisin de M et situé a l'intérieur de la sphère; les coordon- 

PoixcARÉ. Potent. Newt. (> 
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nées de M et M' sont : pour M : x, y, z; pour M' : x+ h, y, z. 
Par définition, on a : 

dV ,. V — V 



dx 



Nous devons donc montrer que Texpression 

^h ^ 

peut ôtre rendue inférieure iuun nombre donné e, si l'on prend 
h suffisamment petit. 

La sphère S divise le volume T en deux parties, Tune T,,, com- 
prise à l'intérieur de la sphère, l'autre T,, constituée par la partie 
restante du volume T. 

Appelons : 

Xq, Xj, X les composantes en M, 

Vq, Vj, V les potentiels en M, 

dus respectivement aux attractions de la première partie, de la 
deuxième et du volume total ; 

X' X' X' 

^/' *' ^, les valeurs de ces mêmes fonctions en M' ; 



on a : 



V == V. + V., 

X = A,-f-X„ 

et l'on peut écrire : 

V— V ,, /V',— V, 



v = v. + V'., 

X =X^-j- Xq, 



-x=(. 



-''.)+(^V^ -=<.)• 



Comme M et M' sont extérieurs au volume partiel T,, on peut 
différentier l'intégrale V, sous le signe J et l'on a, par consé- 
quent, 






Si donc on pose : 



V — V 



—x. 



= ? (?. h), 
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on peut prendre h assez petit pour que la valeur de cette fonc- 
tion ^(p^h) soit aussi petite que Ton veut. Occupons-nous mainte- 
nant de l'expression : 



V —V 

Û ^0- 



Supposons la densité jjl' finie dans tout le volume T et soit ^ 
une limite supérieure de cette densité. 
On a : 

^ c ^-' 



X. 



.2 » 



'(T.) 



or : 






dT' 



4?:?, 



donc : 



I Xo I <47:p[x„. 



V —V 
Cherchons maintenant une limite supérieure de — 2__ — ?. Figu- 
rons il part (fig. 30) la sphère S; soit P le centre de gravité 




Fig^. "Jo. 



d'un élément dT' du volume T^; menons MP et M'P, puis posons: 



MP=r, 



MP = r', 



et rappelons-nous que MM' = h. On a : 



c'(T.)\r r / 



84 . 
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1 1 r — r' 

r 



r r rr 

|r'-r|<h, 

1 1.1 

rr r* r* 



/ ' 



d'où : 



V — V 

' ' 



r dT' 

<[^o/ -rr + P-o 

c/{T.) r 

dT' 



./(T.) ï 



—^, c'est 47îp; calculons une 

r dr' 
limite supérieure de / -75-. Pour cela, du point M' comme centre 

(fig. 31), décrivons une sphère S ayant p + h pour rayon. Les 




Fîg. 3i. 

deux sphères S' et S sont tangentes intérieurement; appelons T', 
le volume compris à l'intérieur de la sphère S'. On a 



c/(T,) r c/(ï.j r 



dT' 



etcomme:/ ^7g-=47r(p + h), 



on a aussi : 



dr 






On a donc : 



'{T/J 



'0 ' 



<47r(2? + h)f*„ 
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et enfin : 



V V 

h ^« 



< 4 7:(3 p + h) < }Xo 167:p[jL, 



En somme, nous pouvons écrire rinégallté : 

V — V 



— X 



<?(?>**) + 167:p[x,. 



Cela posé, proposons-nous de rendre le premier membre infé- 
rieur à un nombre donné e, en prenant h suiïisamment petit; il 
nous suffît, pour cela, de prendre p assez petit pour que 

16tîp[jl„<-2-; 

puis, p étant fixé, de prendre h assez petit pour que 

e 



Ai 



on aura, dès lors. 



V — V 



— X 



dV 



<e, 



ce qui démontre que la dérivée -^r®^^**^® ®* qu'elle est égale a X. 

Le potentiel V a donc des dérivées premières, en tout point inté- 
rieur aux masses, et ces dérivées sont égales aux composantes de 
l'attraction, ce qui fait qu'on les obtient en différentiant sous le 

signe I . 

36. Étude des dérivées secondes* — Si l'on différentie une fois de 
plus sous le signe | , les intégrales obtenues sont seulement semi- 
convergentes ; on rencontre ces mêmes intégrales dans la théorie 
du magnétisme où leur étude est nécessaire ; mais, dans la théorie 
du potentiel, on l'évite par un artifice. 

Nous allons démontrer que, si la densité [jl' a des dérivées de 
tous les ordres, le potentiel V en a aussi de tous les ordres. 

Soit, en effet. 



'=n^ 
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le potentiel ; Tune des dérivées premières, — par exemple, a pour 
expression : 

on peut l'écrire : 



^J.v!^ZLpA d. ; 



dV 
dx 






Ceci posé, rappelons une formule que nous avons démontrée (19) , 
à propos de la formule de Green ; reprenons toutes les notations 
de ce paragraphe, nous aurons : 

la première intégrale et la troisième étant étendues au volume 
attirant T que nous considérons; la deuxième, à la surface S qui 
limite ce volume. Servons-nous de cette formule pour transfor- 

mer 1 intégrale -r-- ; posons : 

U, = ;x', 

*' r ' 
la formule (1) nous donne alors : 




(2) - / V'-^-d^^- / ^d«o'+ / 4-^d-'- 



(T) 



r dx 



On voit donc que, si r^, existe, 1 expression de — est égale à la 
somme de deux potentiels : un potentiel de surface 



•/(Si r 



et un potentiel de volume 

r' / 




dx' > 
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or, le premier ai des dérivées premières, en tout point non silué 
sur la surface; quant au second « il en a « de m^me ^3S\ eu tout 

point intérieur ou extérieur: -r— en a donc aussi» sauf sur la sur* 
* dx 

face; par conséquent, V a des dérivées secondes en tout point de 
Tespace, sauf, peut-être , sur la surface ; à leur tour, les potentiels 
du second membre de la formule .2' ont des dérivées secondes, 
si les dérivées secondes de jx' existent et, par suite, V a dos dérî- 
vées troisièmes; le raisonnement se poursuit ainsi de proche en 
proche et le théorème annoncé se trouve démontré. 

37. Formons l'expression de chaque dérivée seconde et celle 
de leur somme ; la formule 2' nous donne : 



Ox 



■/•'f-'"'+/-^-^- 



On peut difTérentier sous le signe i dans le second membre ; on 
peut donc écrire : 



(VV 



(VV d*V 
on a pour rr-;^ et -^-5- des expressions analogues. Ajoutons-les 

■/ 
membre à membre, nous aurons : 



AV = 




Kt) V. ^(v) .y 



dco' 



Ox' Ox' i>y' dy 



Oz' (V; 



iW 
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que l'on peut écrire 



"^=j '*'-%^^'-'- 




\r/ dix' 



dx' dx' 



dT'. 



38. Formule de Poisson. — Autour du point M (fig. 32), traçons 
une sphère S, ayant M pour centre et un rayon égal a p ; elle par- 





Fig. 3a. 

tage le volume T en deux autres T^ et T,, T,, étant celui qui est 
intérieur à la sphère; appelons V^ et V, les valeurs de leurs 
potentiels respectifs au point M. 
On a : 



et 



comme 



il reste : 



AV=>V. + AV,; 



AV 



0, 



AV = AV, 



et par suite on a 



AV = 





Ht) y ^., 



ôx' dx' 



la première intégrale étant étendue à la surface de la sphère et 
la seconde à son volume. 



FORMULE DE POISSON 



«9 



Comme nous supposons que les dérivées premières de jjl 
existent) l'expression : 



P 

où |JL désigne la densité au point M, doit rester finie; [jl lui-même 
et ses dérivées premières étant supposés finis, on peut assi- 
gner à toutes ces fonctions une limite supérieure commune [x'^, 
de sorte que Ton a les inégalités : 



|X— |X 



<!^'aP' 



<.< 



dx' 



< .<. 



h rintérieur de la sphère. 

Remarquons enfin que Ton peut écrire : 

et que Ton a sur la sphère : 



-(4) 0(1) . 



dn 



= — i?j1==_ 



.« • 



AV devient alors : 



AV 






./ 2j Ox 



etc.. 



La première intégrale a pour valeur : 

J ?• pV 

La deuxième tend vers zéro, en même temps que p, car on a : 



1/^ 



-i'-d 



to 



<4 7w[x'op. 
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La troisième tend aussi vers zéro, car on a : 







or l'intégrale du second membre a pour valeur 4'îw[jLip, celle 
du premier est donc inférieure à 12 î^jx^yp ; elle tend vers zéro 
avec p. 

Bref on peut écrire : 

AV = — 47:[JL+£, 

e tendant vers zéro avec p ; comme AV et [jl ne dépendent pas 
de p, on a rigoureusement : 

AV== — 4 7r[jL. 

C'est \vi formule de Poisson, 

Remarque. — AV, considéré comme fonction de x, y, z, est con- 
tinu, à l'intérieur et à l'extérieur du volume, mais éprouve une 
discontinuité, quand on franchit la surface; il en est, de même, 
de chacune des dérivées secondes de V et des dérivées d'ordre 
supérieur. 

39. Potentiel logarithmique d'une surface attirante. — Tout ce 
que nous avons dit du potentiel newtonien d'un volume est vrai 
du potentiel logarithmique d'une surface attirante. 

En un point M de la surface attirante, le potentiel logarith- 
mique V est représenté par l'intégrale double : 



/ 



log^jJL^do/. 



et l'une des composantes X de l'attraction par : 

/^,'d<.' = /-^(logi^),'d<o'. 

On démontre sans peine que ces intégrales sont absolument 
convergentes et que l'on a : 

ÙV_ 

■37 ~'^' 
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L'équation de Poisson devient 

AV = — 2 TwjjL. 

Tout cela peut se démontrer directement; mais on peut le 
considérer comme une conséquence des propriétés du potentiel 
newtonien : on a démontré, en effet (15), que le potentiel loga- 
rithmique d'une surface plane est le même que le potentiel newto- 
nien d'un certain cylindre ayant cette surface pour section droite. 

La matière attirante qui remplit ce cylindre a une densité cons- 

1 
tante et égale à-Tj- jjl\ tout le long d'une même génératrice, [x'dési- 

gnant la densité superficielle de la section droite dont on étudie 
le potentiel logarithmique, au point où elle est rencontrée par 
la génératrice considérée. 
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SURFACES ATTIRANTES ET LIGNES ATTIRANTES 



SURFACES ATTIRANTES 

40. Notations et remarques préliminaires. — Etant donnés une 
surface attirante S et un point M sur cette surface, nous avons 
vu (33) que le potentiel en ce point est représenté par une 
intégrale absolument convergente, et les composantes de l'attrac- 
tion par des intégrales semi-convergentes (32). 

Nous allons voir maintenant ce qui se passe quand le point M 
est extérieur k la surface, mais très voisin d'elle, et qu'il tend 
vers un point donné Mo de cette surface en suivant la droite MM* 

(ag.33). 

Etablissons d'abord la notation que nous emploierons dans 
toute cette étude. 

Prenons le point M^ comme origine des coordonnées; suppo- 
sons qu'en ce point la surface admette un plan tangent unique et 
prenons ce plan comme plan des xy. Pour abréger les calculs, 
nous supposerons, en outre, que la surface est régulière en M^, 
c'est-à-dire qu'au voisinage de ce point, Tune des coordonnées 
d'un point de la surface est fonction analytique des deux autres. 
En réalité, cette hypothèse est inutile et nos démonstrations sub- 
sisteront, en supposant qu'au point M,, la surface possède un plan 
tangent unique et deux rayons de courbure bien déterminés. 

Nous désignerons par dw' un élément de la surface, par P son 
centre de gravité, par P' la projection de P sur le plan des xy; 
enfin par x, y, z les coordonnées du point M et par x', y', z' celles 
du point P. Les coordonnées de P étant x', y', z', celles de P' 
sont x', y', — et l'on a PP' = z'. 
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z' est une fonction de x', y'; appelons-la f (x', y'). L'équation 

z — ^ }^y}( ;, 

est l'équation de la surface. 

D'après notre hypothèse, z' est développable, au voisinage de M^, 
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x', y' 




FiK. 13. 

et le développement commence par des termes du second 
degré, puisque le plan des xy est tangent en M^; il est donc de 
la forme : 



ax 



n 



bxy + c} 



./2 



Dans nos démonstrations, nous ne ferons usage que des termes 
du second degré; c'est ce qui fait qu'elles seront encore vraies, en 
supposant seulement l'existence d'un plan tangent unique et de 
rayons de courbure principaux bien déterminés. 
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Cela posé, nous menons les droites, MM^jMP, MP', M,,?, M,,P'. 
La droite MM^ sera représentée par deux équations : 



Posons : 





x = 


= az, 








y- 


= ?z. 






M,P = 


— r,; 




MP 


— r; 


M.P' 


r'., 


• 


MF 


— r' 



On a évidemment : 

r' = (x - x')* + (y - y7 + (z - z')', 

r" = (x— x')' + (y— y')*+z*, 

r.« = x'» + y'*H-z'S 

r7 = x"+ y'*. 

Appelons maintenant r^ l'angle du plan tangent au point V 
avec le plan des xy; la projection dx'dy', sur le phan des xy, do 
l'élément dw', qui a son centre de gravité en P, a pour expres- 
sion : 

dx'dy'== cos ©dw'. 

On peut tracer, autour du point M^, sur la surface, une courbe 
C (fig. 33) telle que, en tout point de la portion S^ de S qu'elle 
enferme, l'on ait : 

0<-^-^<S, 
cos ^ 

s étant un nombre donné. Cela est possible, puisqu'au point M^, 
on a cos y = 1 et que la surface est régulière autour de ce point. 
Appelons S^ la partie restante de la surface. Le potentiel de S, 
et les composantes de son attraction sont des fonctions holo- 
morphes au voisinage de M,, qui n'est pas sur S^ et restent conti- 
nues, par conséquent, quand on franchit la surface en ce point. 
Pour Tétude des discontinuités, on peut donc remplacer la sur- 
face entière S par la calotte S^. 

Il nous reste à faire une dernière hypothèse : la densité \k' qui 
est fonction de x' et y' sera supposée, pour la commodité des ex- 
plications, fonction anal}i;ique de ces variables, c'est-à-dire déve- 
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loppable en série entière. Pour jx' comme pour z', cette hypothèse 
est trop particulière ; toutes nos démonstrations subsisteront en 
supposant que \k' est continue, ainsi que ses dérivées premières, 
et qu'elle admet des dérivées secondes finies; dans certains cas 
même, l'existence de dérivées premières finies suffira et parfois 
simplement la continuité de [jl\ 

Si Ton suppose ix' continue, on peut assigner à — — — une li- 
mite supérieure y sur toute Tétendue de la calotte S^ ; oii pourra 
donc écrire 



u' 



C0SC9 



<Y 



41. Ces notations étant établies, faisons quelques remarques 
dont nous nous servirons souvent dans la suite. 
1® Considérons le rapport 

r. 



. 
r 



c'est une fonction de x', y', z et, comme r,, et r sont des fonctions 

. r 
continues, la fonction — ^ est elle-même continue, sauf peut-être 

en un cas, celui où r est nul. Montrons que, même dans ce cas, 
ce rapport reste fini. 

Si r* est infiniment petit, r^* l'est aussi ; leurs parties princi- 
pales sont : 

pour r* : (x — x')'^ + (y — y'j* + z' 
pour r„* : x'^ + y". 

car z', considéré comme fonction de x', y', est un infiniment petit 

du second ordre. 

r* 
La partie principale du rapport -^^^^ donc : 



x'^ + y 



r/i 



(x-x7+(y-yO^ + z" 



ï » • 



ce qui peut s écrire : 

(4)V (f ) 



('-^)V(^-i^)V. 
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expression qui reste toujours finie. Le rapport — |- et, par suite, 

r . 

le rapport — 2_ restent finis. On peut donc assigner à ce der- 
nier une limite supérieure A et écrire : 







<A. 



D^une manière analogue, on démontre que les deux rapports 



r r' 



-p et — restent finis. On peut, par conséquent, trouver deux 
nombres positifs B etC tels que : 

<C et — <B. 



r' r 



2° Considérons maintenant le rapport 



1.1 



Ce rapport est fini, tant que r est différent de zéro ; je vais faire 
voir qu'il en est de même quand r s'annule. 

Quand z' est infiniment petit, sa partie principale est de la 
forme : 

ax'^ + bxV + cz'S 



comme nous l'avons vu précédemment. 

z' 
La partie principale de — j- est donc : 

ax'-^ + bxy + cy'* 



(x^-x;^+(y'-y)^ + z«' 
qu'on peut écrire : 

\z/ zz \z/ 



(^-«)V(^-^)v. • 

Sous cette forme, on voit que ce rapport reste toujours fini. 
Xous appellerons D une limite supérieure de ce rapport. 
Abordons maintenant l'étude du potentiel de S. 
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42. Etude du potentiel. — Appelons Y et Y^ les potentiels en 
M et Mç de la surface entière S; Y' et Yq de la calotte S,,; 
V'et Y ceux de la portion restante S,. On sait que Y^ est exprimé 
par une intégrale absolument convergente (33) . Nous allons 
démontrer que l'on a : 

limY = Y„, 

quand M tend vers M^. On a, en effet, 
d^où : 

V - V, = ( V - Vi) -f- (V" - v;) . 

Considérons Y' et Y^; ces quantités sont données par les inté- 
grales 

que Ton peut écrire : 

y/ ^ f 1^'dxM/ \'= f i^'^^'^'y' 

J r cos cp ** J r^ cos cp 

• » 

Choisissons la courbe C de manière que sa projection C sur le 
plan des xy soit une circonférence, ayant pour centre M,, et un 
rayon égal à p. 

Les intégrales Y^' et Y' sont étendues à Taire de ce cercle. 

On a, en vertu des hypothèses et des remarques faites (40 et 41) : 

.,, ^ r dx'dy' _ r . dx'dy' ^ r Avdx'dv' 

Toutes ces intégrales sont étendues au cercle de rayon p. On 
peut alors écrire : 

car on voit facilement, en partageant le cercle en anneaux con- 

rdx' dv' 
y-^ a pour 

valeur 27tp. 

PoiNCARÉ. Potent. Newt. 7 
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Bref, on a Tînégalité : 

V'<27tAvp. 

De même, on démontre que : 

On a, par conséquent, Tinégalité : 

|V'-Vi|<2«(A+l)Y?, 
et Ton peut rendre p assez petit pour que Ton ait : 



v— v: 



e 



e étant un nombre choisi à Tavance. 

Considérons maintenant V" et Vi' potentiels, en M et M^ de la 
portion restante S^ de la surface ; p étant fixé par l'inégalité pré- 
cédente, rapprochons le point M du point M^ assez pour que Ton 



ait : 



V" — Vi' 



< 



2 ' 



cela est possible, puisque V est une fonction qui reste continue, 
quand on franchit la surface au point M^. 
Mais, d'autre part, on a : 

V— V, = V'-V; + V" — Vi'; 

on a, par suite, 

I V-V, I < I V'-V; I + I V'-V; i <e; 

ainsi, on peut rendre la différence V — V^ aussi petite qu'on le 
veut, en rapprochant suffisamment M de M^; par définition, on a 
donc 

lim V = V„ 

quand M tend vers M^. 

Remarque. — D'après la démonstration précédente, on voit 
que le potentiel V, continu en tout point de l'espace extérieur, 
reste continu quand on franchit la surface attirante. 
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Ce potentiel Y est une fonction de la forme 

f(x',y')dx'dy' 



•:» /• 



et, ce qui a joué le rôle essentiel dans la démonstration, c'est 
qu'on a pu assigner une limite supérieure a la fonction f. 

On peut donc dire, qu'en général, toute fonction de la forme (1) 
est continue dans tout l'espace si Ton peut assigner une 

limite supérieure à la fonction f qui figure sous le signe | , et 

cela est vrai, même si cette fonction dépend, non seulement de 
x',y', mais encore de x, y, z. 

43. Préparation à l'étude des composantes de l'attraction. — Eta- 
blissons le lemme suivant : 

Lbmme. — Soit l'intégrale simple : 



j(z)=rii^dx, 

J. ?(x) 



f 



oii X désigne la variable d'intégration et z un paramètre. C'est 

une fonction de z. 

Faisons les hypothèses suivantes : 

1® L'intégrale 

•y. dx 

reste finie et tend vers une limite finie, quand /augmente indé- 
finiment. 

2^ ^(x) reste constamment positive quand x varie de à co . 

3** La fonction f (x, z) admet une limite supérieure A, de telle 
sorte que Ton a : 

|f(x,z)|<A, 

4^ Enfin l'on a : 

lim f (x, z} = 1, 

quand z tend vers zéro, quel que soit x, même s'il varie, pourvu 
qu'il reste fini; en d'autres termes, f(x, z) tend uniformément 
vers 1, quand z tend vers zéro, pourvu que x reste compris entre 
et une limite supérieure fixe L. 
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Je dis alors que, si Ton fait tendre z vers zéro et augmenter 7. 
indéfiniment, on a : 



lim J 



J. ? (x) 



Pour démontrer ce lemme, posons : 

f dx 



"^'=r^ 



En vertu de la première hypothèse, l'intégrale a un sens 
quand p est infini et Ton peut écrire : 

lim,=.9(p)=Q(x). 

On sait d'autre part que, si F(x) et 4>(x) désignent deux fonc- 
tions de X continues dans un intervalle a, b, le théorème de la 
moyenne donne : 

Tf (x) 4» (x) dx == F (i) r^ (x) dx avec a < i < b, 

pourvu que 4» garde un signe constant dans l'intervalle a, b. 

Appliquons cela à l'intégrale J(z) en remarquant qu'on peut 
l'écrire : 

rj>^ dx + r j>l!I dx 

on aura : 

ou bien : 

(1) J(z) = f(S,^)9(?) + f(i',2)[9(Z)-e(p)], 

avec les inégalités : 

< ç < p et p < i' < X. 

Transformons la relation (1), on a ; 

J {z) = f (5, z) e (00 ) +f (Ç, z) [9 (p) - 9 (00 )J 

f(i',z)[9(/)-9(p)], 



» ^ ^ 
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: . : •• 

ou encore " ,•"". 

JW = f($,z)e(cc) + [f(S,z)-f(S',z)][Q(pyli;-B.(oo)] 

+f(i',z:[e(7.)-e(cc)], --• _. 

On a, en outre, les inégalités suivantes : '• . Vf V . 

I f(i,z) I <A; I f($',z) I <A; | f ($, z}-f ($', z) [ <2Â?i";.., 

on peut donc poser : ' ' 

f($',z) = £A, f(i.z)-f(?',z)=2£.A, 

£ et e, étant des fonctions de ^ et ^\ restant toujours comprises 
entre — 1 et + 1. 
Posons encore : 

f(i,z)e(«)=6(«)+B. 

B tend uniformément vers zéro quand, Ç restant fini, z tend 
vers zéro, car, dans ce cas, Lim f(Çpz) = l. 
L'expression de J (z) devient alors : 

J(z} = e(oo) + B + 26.A[9(?)-9(oo)]+£A[6(X)-e(»)], . 
d'où : 

(2) J (z) - 9 (oo ) = B + 2 £. A [9 (o)- 9 (oo )] + s A [9 (/) — 9 (oo )]. 
Or, nous voulons démontrer que : 

OU, en d'autres termes, que le premier membre de la relation (2) 
tend vers zéro, ou, si l'on veut, que l'on peut prendre 7- assez 
grand et z assez petit pour rendre |J(z) — 0(oc))| inférieur k un 
nombre donné y), aussi petit que l'on voudra. 

Cette démonstration se fait facilement à l'aide de la relation (2) ; 
on a : 

(3) |J(z)-9(x)!<|BH-2A|e(p)-9(Q0)| 

+ AI9.:7;j-9(x}|. 

Le second membre de cette inégalité se compose de trois 
termes. 






• » ' 
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On peut "Iptenâre p assez grand pour que le deuxième 
terme 2;A.Jft (p) — M*^ )| soit inférieur à -t^* 

Onr-jeut de même prendre x assez grand pour que le troi- 

, 'sfe^ne' terme A|[8(x) — 6^x )]| soit, lui aussi, inférieur à-:^ ' 

•V./* ^ ... . . 

., • ' p et / étant ainsi fixés, \ et 5' restent finis, quel que soit z, 

et l'on peut prendre z assez petit pour que |B| soit inférieur 
à -r^ , puisque, Ç et Ç' étant finis, B tend uniformément vers zéro. 
0, / et z étant ainsi choisis, on a : 

|J^z}-9(x)|<,l. 
Le lemme annoncé est donc démontré. 

44. — On peut démontrer un lemme semblable pour les inté- 
grales doubles. 
Soit l'intégrale : 



J(z)=ri^^^iyi^dxdy, 



étendue h une aire plane S limitée par un contour C qui tend à 
embrasser tout le plan. C'est une fonction de z. 

On fait les hypothèses suivantes : 

1** L'intégrale 

dxdv 



/• 



? ^^> y, 



garde un sens et reste finie quand on l'étend à tout le plan. 

2» La fonction o (x, y^ est positive en tout point x, y du plan. 

3* La fonction f ^x, y, z) reste finie et l'on peut lui assigner une 
limite supérieure A. 

4® Cette même fonction f tend uniformément vers 1, quand z 
tend vers zéro, le point x,y restant ii l'intérieur d'un contour 
fermé, aussi étendu qu'on le veut, mais fixe. 

Dans ces conditions, je dis que l'on a : 

dxd 



lini J 7. = / : 

^ ' J o X, V 



i \. • / 
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l'intégrale du second membre étant étendue à tout le plan, 
lorsque la courbe C s'agrandit indéfiniment et que z tend vers 
zéro. 

Pour démontrer ce lemme, on considère un cercle S ayant pour 
centre l'origine et pour rayon p ; on pose : 



^^^ ~M ? (x, 



y) 



La première hypothèse montre que (x ) a un sens et l'on peut 
écrire : 

lim^^. 6(p) = 6(x). 

Cela posé, supposons le contour C assez grand pour que S con- 
tienne 2 et appelons 

J(z), J'(z}, J"(z), 

les valeurs de l'intégrale proposée 



rliUlM. dxdy 



? i.^' y) 

quand on l'étend respectivement au champ C tout entier, au 
cercle S, à la portion comprise entre C et S. On a évidemment : 

(1) J = J' + J". 

L'application du théorème de la moyenne à chaque membre 
de l'égalité (1) permet d'écrire l'égalité : 

(2) J (z) = f (Ç, r., z) Q (p) + f (Ç', r/, z) [8, - 6 (p)], 

8c désignant la valeur que prend l'intégrale 1 -7 — ^, quand on 

l'étend au champ limité par la courbe C ; ^,7^ désignant les coor- 
données d'un point situé à l'intérieur du cercle 2 ; 5', r/ celles d'un 
point situé entre les courbes C et S. 

Le reste de la démonstration se fait comme pour le lemme 
précédent. 

45. Composantes de Tattraction. — Les composantes dirigées 
suivant M^X et M^Y s'appellent composantes tangentielles ; elles 



io4 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

sont exprimées par des intégrales qui varient continûment 
quand le point M se déplace et franchit la surface au point M^. 

La composante dirigée suivant M^^Z, dite composante . nor" 
malcy est exprimée par une intégrale semi-convergente et 
éprouve une brusque discontinuité quand on franchit la surface. 

Nous allons préciser ces énoncés en commençant par Tétude 
de la composante normale. 

46- Etude de la composante normale. — La composante nor- 
male Z est exprimée par l'intégrale : 



7.=f^^^f^i< 



qui peut s écrire : 



d 



iù 



Ces intégrales sont étendues à tous les éléments dco' de la sur- 
face attirante. 

Z est ainsi exprimée par la différence de deux intégrales que 
nous allons examiner successivement. 

Remarquons tout de suite, qu^au point de vue de leurs discon- 
tinuités, il suffît d'étendre ces intégrales a la calotte S,,. 

Plaçons-nous donc dans ce cas. 

Voyons d'abord la première Z, = / -^-3— ^^'î transformons-la : 

J r' J cos '^ r* r ' 

l'intégrale du second membre est de la forme : 

f (x',y') dx'dy' 



/■ 



en posant : 



cos cp r* 
4 



SURFACES ATTIRANTES 

La fonction f reste finie puisque : 



io5 



cos 



<r 



et 



<D, 



et que, par suite, 



|f(x',y')|<YD. 



L'intégrale considérée est donc (42} une fonction continue. 

47. — Etudions maintenant la seconde intégrale qui entre 
dans l'expression de Z. Cette intégrale est : 






dw'. 



On peut l'écrire : 



j r'^ 



z r 



/3 



r'^ r^ cos ç 



dx'dy', 



ou encore, si l'on appelle [x la densité au point M,,, 



(1) 



en posant : 



Wz/ 



r'^ il! 1 

).(x',y',z)=-L--!i--L. 

' r* cos y [JL 



Changeons de variables et posons : 

x' = 5z, 
y' = 7iz. 

La fonction sous le signe | dans Z^ est ainsi transformée en 
une fonction de Ç, r^,z^ 

Voyons quel est le champ d'intégration. 

'L'intégrale Z, était étendue, dans le système des anciennes 
coordonnées x', y', z, à la projection S'^ sur le plan des xy de 
l'aire S^. Nous pouvons toujours choisir le contour de S^ de 
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manière que S',, soît un cercle, ayant le point M^ pour centre 
Soit p son rayon ; Téquation de ce cercle est : 

x'» + /' = ?'. 

Par le changement de variables, l'intégrale (1) devient : 
cette nouvelle intégrale étant étendue au cercle \ : 



(2) Ç -^ fdidr., 

J r^a-$)'+f3-r.:- - 



:2 I ^2 P 



2 



5'+V = -^, 

lequel tend à embrasser tout le plan des Çr., quand z tend 
vers zéro. 

Cela posé, examinons la fonction X. 

D'abord elle reste toujours finie; car on a, en vertu des inéga- 
lités démontrées au paragraphe 40 : 



). 



<J^ 



Je dis, de plus, que cette fonction tend vers 1 uniformément 

quand, Ç et y; restant finis, z tend vers zéro. 

r'' 
Considérons en effet le rapport — j , il a pour expression en 

général s 

L(x'-x)' + (y'-y)' + (z'-z)*J " 

Remplaçons, dans ce rapport, z' par son développement en 
fonction de x', y'; ce développement est, d'après nos hypothèses, 
une série entière procédant suivant les puissances croissantes 
de x', y' et commençant par des termes du second degré : 

z' = ax'* + bxy + cy'' + 

Le rapport ci-dessus peut donc s'écrire : 

r (x--x)' + (/-y? + ^^ ^1^ 

L (x' — x)' + (y' — y)* H- (ax" + bx'y' + cy" + — z)* J ' 
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Exprlmons-le à Taide des nouvelles variables 5,7i, z, Il devien- 
dra : 

r (a-;)*-4-(P-r.)*+l IT 

L (a — $)*+(? — r./ + (a$*z + b$r.z + cr.'z -f- — 1)* J * 

Quand z tend vers zéro, \ et r, restant finis, ce rapport tend 
vers : 

(a-S;'+(^-r.)'+l _., 

. r'' . 

Ainsi — , considéré comme fonction de $,Tj et z, tend vers 1 

quand, \ etr^ restant finis, z tend vers zéro ; on peut donc écrire : 



p'3 



Sj étant une fonction de ^» r,, z qui s'annule pour z = o, si Ç et r, 
sont finis, quelles que soient d'ailleurs leurs valeurs. 
Considérons maintenant l'expression : 






COS s jJL 



Nous avons supposé que — i— est développable en série procé- 

dant suivant les puissances croissantes de x' et y'; il en est donc 

1 \l' 
de même de , puisque u est une constante. Le terme tout 

U. COS a * * * 

connu dans ce développement est évidemment la valeur de l'ex- 
pression considérée pour x' = y' = o, c'est-à-dire pour le 
point Mq. Or, en ce point, on a : 

\k' = [M et cos C5 = 1 ; 
on a donc : 



cos 3 u. 

i i 

au point M^ et l'on peut poser, en général, 

= 1 + e., (3) 



[*' 1 



COS 9 U. 
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S, étant une fonction de x', y' quî s'annule en M^; si nous considé- 
rons l'expression étudiée comme une fonction de $, r^, z, on peut 
encore écrire l'égalité (3), s, désignant une quantité qui s'an- 
nule quand z s'annule et que i et t; restent finis, étant d'ailleurs 
quelconques. 

La fonction â prend ainsi la forme : 

Dans cette formule, s, est, comme e, et e,, une fonction de 
S,7j, z qui tend uniformément vers zéro, quand z tend vers zéro. 

Il est donc démontré que la fonction X tend uniformément 
vers 1, quand z tend vers zéro, \ et r^ pouvant varier, mais restant 
finis. 

Dans cette démonstration, nous avons supposé que la densité [jl' 
est une fonction analytique de x',y', au voisinage de M^. Cette 
hypothèse n'est pas nécessaire ; il suffit de supposer que la den- 
sité |jl' est simplement continue par rapport aux variables x',/ ; elle 
est alors uniformément continue par rapport à z et l'on peut 
écrire encore la relation (3). 

Reprenons maintenant l'expression (2) de Z, : 



^ = Tt i 



Zj= I -j ^^ g dSdiQ. 



et considérons la fonction : 

1 -L 

r 

qui entre en dénominateur sous le signe | . 

Cette fonction a évidemment un signe constant; de plus, elle 
est telle que l'intégrale J^, 



K^C-, ^^^'^— 



+1] 



étendue au cercle S,, défini plus haut, tend vers une limite Jj 
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quand le cercle S^ s'étale indéfini ment et tend à embrasser tout 
le plan. 

Nous démontrerons cette propriété tout à Theure ; admettons- 
la pour rinstant et tirons-en des conséquences. 

L'intégrale Z^ a ainsi été mise sous la forme : 






Nous pouvons lui appliquer le lemme démontré au paragraphe 
précédent; A possède les propriétés de la fonction f et V celles 
de f . Cette intégrale a donc une limite, quand z tend vers zéro 
et que le cercle 2^ s'étale indéfiniment, et cette limite est égale à 
celle de l'intégrale J,^, c'est-à-dire à J^. On peut donc écrire : 

l 






OU 

lim,=oZ, = J,. 

Démontrons maintenant que la limite J, existe et évaluons sa 
valeur. 

Considérons donc l'intégrale : 






3 » 



-<•' + !] ' 



étendue au cercle 2^ 






et calculons sa limite quand \ s'étale indéfiniment, c'est-à-dire, 
en revenant aux anciennes variables, calculons la limite de l'inté- 
grale : 



. r z dx'dy' 



quand z tend vers zéro* 
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THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 



Figurons (fig. 34) Télément ab = dx'dy' du domaine So dans le 
plan des xy et considérons le cône, ayant pour sommet le point 




Fig. 34. 

M et pour base cet élément; appelons a Tangle de Ma avec l'axe 
des z et dT Tangle solide d'ouverture de ce cône ; on a : 



Ma = r', 



cosa 



j dx'dy' z dx'dy' 

di = j^ , cos a = — '^ 



./3 



I/angle solide Q d'où Taire S, est vue du point M est donc : 






Z dx'dv 



,/ 



ot Ton voit que : 



vS'.) ï 



J, = [xÛ. 



Ji 



Quand z tend vers zéro, Q tend vers dz 211 et J^ vers ± 2n^; 
J„ a donc une limite J, quand z tend vers zéro, et cette limite est 
égale à + ^tîjjl, si z tend vers zéro par valeurs positives et à — 
2t:jx, si z tend vers zéro par valeurs négatives. 11 en est de même 
do rintégrale Z, puisque 

48. llésumons tout ceci : 

Nous avons mis Z sous forme d'une différence de deux inté- 
grales Z, ot Z, : 

7 — 7 7 
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La première Z, reste continue quand on franchit la surface. 
Quant à la deuxième Z^, elle tend vers + 2 i? ji ou — 2 t: a, sui- 
vant que M tend vers M, d^un côté ou de Tautre de la surface. 

Considérons alors deux points M' et M'' situés de part et d*au- 

.M- 



.S 



Fig. 15. 

Ire de la surface et très voisins de M, ^fig. 35^ . Soient Z' et Z", 
Z', et Zj", Z'j et Z^' les valeurs respectives de Z, Zj, Z^, en chacun 
de ces points. On a : 

au point M' : Z' = Z{ — Z^, 
au point M' : Z ' = Z[' — Z,\ 

d'où : 

y ' y 'f y r y / / /y f y ' /\ 

Supposons le point M' situé du coté des z positifs et M" du côté 
des z négatifs, puis faisons tendre M' et M" vers M^; la fonction 
Z, étant continue, la différence ZJ — Z[' tendra vers zéro; Z( et Z^' 
tendront respectivement vers + 2itjjl et — 27:jjl, leur différence ZJ 
— Zi' tendra donc vers iTz^n et par conséquent la différence Z' — Z'' 
tendra vers — 47î[jl. 

La composante normale de F attraction éprouifc donc un saut 
hriisfjne de ir^^K quand on franchit la surface au point oit la 
densité est {i. 

Les raisonnements qui précèdent n'ont été faits, il est vrai, 
que pour la calotte de surface S^; mais, la partie restante S^ de 
la surface n'influant pas sur les discontinuités quand on tra- 
verse Sq, la discontinuité de la composante normale est la même 
pour la surface S entière que pour la calotte S^ qui entoure le 
point Mq où Ton franchit la surface. 

49. — Continuité des composantes tangentielles. — Les compo- 
2>antes tangentielles varient continûment quand on franchit la 
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surface. C'est ce que nous allons montrer en étudiant Tùne d'elles, 
X, par exemple. X a pour expression : 



X 



=/ 



[jl'(x' — x) dx'dy' 



r^cos 



? 



cette intégrale n'est étendue qu'a Si, puisque, pour l'étude des 
discontinuités, on peut substituer S^ h S. 
Comparons-la h la suivante : 



X 



,_ r }// (x^ — x) dx^dy^ ^ 






r'^cos.'^ 



X' est une des composantes de l'attraction d'une surface plane, 
la portion Sq du plan des xy, sur laquelle serait répandue de la 

matière attirante avec une densité égale à ' — . 

^ cos rf 

Etudions la différence X — X' : 

X — X'= Trx' — x)-J^(4- ?r)dx'dv'. 

^s;) cos 'f \ r'* r'* / 

Nous allons faire voir que c'est une fonction continue de x,y,z. 
On a : 

r» r" ~ \ r r' / \ r> ^ rr' ^ r'«/ 

rr' \ r» ^ rr' ^ r'7 
/ 1 1 1 \ 

Cette relation permet de trouver une limite supérieure de 



1 



1 



«" 



On a en effet : 



|r'-r|<z', 
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car r, r', z' sont trois côtés d'un triangle PP'M. De plus : 

1 1 1 

<• 1 , 



r*r 



1_ 1^ Jl 



1 J_ , J_ 



,.,./3 



et par suite : 



et, enfin, 



1 \_ 1 



/3 



3 3 



..'i 



1 1 



r 



I.'» 



, / a 3 \ 



Transformons encore cette inégalité, en nous servant des 
remarques et des notations du paragraphe 41- 
On a : 



d'oi 



ou 



et 



-7<G, 



4<ci, 

r r 



^<e* 



../i 



.* 



ou 



Donc 






;{ 3 






ou bien, en posant 3C^ + 1 == E : 






PoixcARÉ. Potent. Ncwt. 
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Posons : 



F=.(x'-x)-^(4_4)- 
^ ' cos » \ r"^ r* / 



On a : 



F 



<Y 



x' 



X 



Ez' 



<yed 



X' 



X 



m2 



car : 



Enfin remarquons que 





z' 


< 


x' X 




i* 


F <r 


vE 


1 ^«^ 


r 



< 1 ; nous pouvons écrire : 



(i) 



Prenons alors Tintégrale X — X'; nous avons appelé F la 
fonction sous le signe 1 • 



Posons : 



F = 



l'intégrale devient : 



^ 



r 



X' — X = f-j dx'dy' ; 



or, en vertu de Tinégalité (1), on voit que la fonction $ est limitée, 
car : 

I * I <yED. 

Donc rîntégrale X' — X est absolument convergente et repré- 
sente une fonction continue (42). 

50. Cela établi, étudions X' et démontrons que X' est conti- 
nue; nous aurons ainsi démontré que X Test aussi. L'étude de X 
est par là ramenée à celle de X'; nous avons ainsi substitué, à 
Tétude de la composante pour une surface quelconque, l'étude 

de la composante pour une surface plane a densité variable — !- — 
^ *^ * cos Y 

Ramenons ce cas lui-même au cas où la densité est constante. 
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L'intégrale X' peut s'écrire : 

X' =/-^ ,dx'd/+/-^ (_^_ ,)dx'dy'. 
Appelons J, la première intégrale et J, la seconde : 

— j- dxdy, si Ton pose : 

X^ — X / jJL^ \ _ x^— X i f ]l' \ 

r'* \ cos rf V r' r' \ cos ^ / 

On voit, sans peine, que la fonction ^ est limitée, car : 



<1. 



2® On peut trouver un nombre K tel que : 



£ 



cos 



<K; 



cela résulte de ce que le numérateur du premier membre a 
pour partie principale, quand x' et y' sont infiniment petits, un 

terme de la forme : 

ax' + b/, 

et cela même tient à la remarque déjà faite (40 ) que le terme 



tout connu du développement de 



cos cp 



« suivant les puissances 



croissantes de x' et y', est le nombre ^ lui-même. 

La fonction $ est donc finie et, par conséquent, l'intégrale J, 
est une fonction continue. 

Le problème est ainsi ramené à Tétude de J,, c'est-à-dire au 
cas d'une surface plane de densité constante ^. 

Cette surface plane est ici S'^ ; nous savons qu'on peut s'arran- 
ger de manière que S'^ soit un cercle, ayant pour centre M^. 
L'énoncé de la proposition à démontrer est donc réduit au sui- 
vant. 
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Soit (fig. 36) une aire plane attirante, de densité constante [jl, 
limitée par une circonférence C, dont le centre est M^. Soit un 
point M, voisin du plan du cercle et tendant vers le point M^ sur 
la droite MM^; on considère l'attraction en M et la composante 

de cette attraction parallèle à 
une droite fixe x'x du plan du 
cerc :1e lorsque le point M tend 
vers Mq et traverse le plan, cette 
composante reste continue. 

Pour démontrer cette propo- 
sition, désignons par M' la pro- 
jection de M sur le plan du 
cercle et, du point M' comme 
centre, décrivons une circon- 
férence C tangente, intérieu- 
rement à la précédente. 

Désignons par S, S', S" les 
aires comprises respectivement: 
à rintérieur de C, à l'intérieur de C, entre C et C; appe- 
lons A, A', A" les composantes correspondantes de l'attraction 

en M. On a : 

A = A'+A^ 




-Cfc.' 



Fig. 36, 



mais, par raison de symétrie : 



Donc : 



A'=0. 

A = A". 



Or, quand M tend vers M^, M' tend aussi vers M^ et Taire S" 
tend vers zéro; donc A" tend vers zéro. Cette composante reste 
donc continue quand M traverse le plan en M,, ; il en est alors 
de même de Jj. L'intégrale X', qui est la somme de deux fonc- 
tions continues, reste aussi continue, et enfin X jouit de la même 
propriété. 

Il est donc établi en général que : Les composantes tangent" 
tielles de V attraction restent continues quand on traverse la sur- 
face. 



Remarque. — Plaçons-nous dans le cas général. 
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Quand M tend vers M^, z tendant vers zéro, X a une limite 
indépendante du côté de la surface où se trouve le point M. 

Appelons Sy cette limite. D'autre part, prenons la valeur de 
rintégrale au point M^, c'est-à-dire en y faisant brusque- 
ment z = 0. On sait (28) que Ton obtient ainsi une intégrale 
convergente et qu'on la calcule, en entourant le point M^ d'une 
courbe C que l'on fait ensuite évanouir. La limite ainsi obtenue 
est-elle égale à S„? Cette question n'a pas de sens précis, car 
l'intégrale convergente qui fournit la valeur de X au point M^ 
est semi-convergente. Sa limite dépend donc de la succession 
des formes que prend la courbe C en venant s'évanouir au 
point Mq. 

Cependant, parmi ces valeurs, on peut en distinguer une que 
l'on appelle i^aleiir principale et que l'on obtient en faisant éva- 
nouir la courbe C, de manière qu'elle se projette toujours sur 
le plan des xy, suivant une circonférence ayant M^ pour centre. 
Désignons par X^ cette valeur principale, on peut démontrer que 
l'on a : 

So = \ 

Je me contente d'indiquer le résultat sans le démontrer. 

51. Prenons des axes rectangulaires quelconques et résumons 
rapidement les résultats de toute cette étude. Supposons que le 
point M vienne traverser la surface, au point M^, où la densité 
est [JL ; soient a, p, v les cosinus directeurs de la normale en ce 
point Mj,. Au lieu des composantes de l'attraction, considérons, 
ce qui revient au même, les dérivées premières du potentiel. 

dV 
La dérivée suivant la normale -? — , fait un saut brusquede 47îu. 

an ^ 

, j, . , dV dV dV . , , 

Les dérivées -r — , -rr — , -^^ — lont des sauts brusques, eg^aux res- 

ox ov oz . ^ D 

m/ 

pectivement à iom^, 4^[jl, ^^tz^l et les valeurs principales sur 
la surface, en M^, des intégrales qui représentent ces dérivées 
sont égales respectivement à la moyenne arithmétique des valeurs 
obtenues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des- 
sous* 
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52. Remarque sur les dérivées du potentiel d'un volume atti- 
rant. — Soit T un volume attirant, S la surface qui le limite ; 
son potentiel est : 






V 

dV 
L'une de ses dérivées, -^ — t par exemple, est donnée par : 

^ ' Ox J^T) «X r c/(sj r 

C'est la somme de deux potentiels, l'un de voluitie, l'autre de 
surface (36). Les dérivées premières de Y sont donc continues 
quand on franchit la surface S. 

dV 
Si, maintenant, on prend les dérivées de -r — , on voit, en consi- 
dérant le second membre, que les dérivées du potentiel de volume 
(première intégrale) restent continues en vertu de la remarque 
précédente ; mais les dérivées du potentiel de surface (deuxième 
intégrale) éprouvent des discontinuités. Les dérivées secondes 
du potentiel Y éprouvent des discontinuités. Elles se calculent 
sans peine. Les sauts brusques sont : 

d*Y 



dx^ 



Oxdv 
dydz 









dzdx 



: 4 p*7r,a. 



Le laplacien AY fait un saut brusque de 47C[jl, ce que nous 
avait montré déjà l'équation de Poisson. 
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53. Cas singuliers. — Dans Tétude des surfaces attirantes, 
nous avons fait deux hypothèses* 

1® Le point M^ est un point ordinaire de la surface et elle y 
possède un plan tangent bien déter- 



miné. 



2* z' est développable suivant les 
puissances croissantes de x', y'. 

Nous avons vu que, dans ces condi- 
tions, les composantes éprouvent des 
discontinuités, mais restent finies. 

Il n'en est pas de même, si on sup- 
prime ces hypothèses. En voici deux 
exemples. 

1® Surface conique. — Soit un 
cône droit SA^B^ (fig. 37), sur la sur- 
face duquel nous supposons répandue 

une couche de matière attirante, de densité constante. Proposons 
nous d'évaluer l'attraction au sommet. 

Sur Tune des génératrices SA^ prenons les longueurs : 




Bo 



Fijç. 3;. 



SA. = 



SA. = 



SA. 



^SA, 
^SA. 
4- SA, 



= -^ SA,, 
- s V 



SA. = 



4- SA 

Je 



1 



n -1 



— sv 



etc. 



Parles points de division A,, A,,...., A„... menons des plans 
parallèles à la base A, B^,. Nous partageons ainsi la surface du 
cône en portions, dont le nombre est illimité ; leurs attractions 
newtoniennes, au sommet du cône, sont égales ; leur somme, qui 
est l'attraction du cône entier, est donc infinie. 

2® Bord d'une surface attirante. — Soit une surface attirante 
ayant la forme d'un demi-cercle; supposons-y la densité cons- 



lao 
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tante. Soit (fig. 38) A^ B^ le diamètre et A^MB^ la demi-circon- 
férence, qui limitent ce demi-cercle. Proposons-nous d'évaluer 
l'attraction du demi-cercle au centre de la circonférence. 

Prenons sur OA^ à partir de O les lon- 
gueurs 




OA. = 0A„ 



2 



ov — 2^.- 



OA, 



0A.= 



OA. -, 
2 



OA. 



etc. 



et, par les points de division A,, A,,...,A„... 
traçons des demi-circonférences concen- 
triques à la grande et limitées au même 
diamètre. On partage ainsi le demi-cercle 
en demi-couronnes, dont le nombre est illi- 
mité et qui ont toutes même action au cen- 
tre 0. L'attraction totale est donc infinie. 



Fig. 38. 



54. Potentiel logarithmique d'une ligne attirante. — Tous les 
résultats obtenus, dans Tétude des surfaces attirantes, s'étendent 
au potentiel logarithmique d'une ligne attirante plane. 

La composante tangentielle reste continue, quand on traverse 
la ligne ; la composante normale fait un saut brusque de 27C|jl, 
quand le point attiré traverse la ligne, en un point où la densité 
est jA. Quant au potentiel, il n'éprouve aucune discontinuité. 

55. Remarque sur un lemme fondamental dans la théorie des 
surfaces attirantes. — Un lemme a joué, dans toute cette théorie, 

un rôle fondamental. C'est le suivant : 

L'intégrale 

f(x',y' dx'dy' 



/ 



r 



est une fonction continue de x,y, z, si la fonction f reste limitée 
en tout point du champ d'intégration (42). 
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Nous avons fait usage aussi du lemme suivant. L'intégrale 

z f (x,z) dx 






d: 



/dx 
, ■ , quand z tend vers zéro et que 7- aufifment^' 

indéfiniment, pourvu que certaines conditions énumérées au para- 
graphe 43 soient remplies. 

Ces deux lemmes sont des cas particuliers du théorème sui- 
vant. 

Théorème. — Soit Tintégrale : 

étendue h un certain domaine S. 
Supposons : 

1® Que le contour C qui limite S ne dépende pas de z. 
2" Que Ton ait en tout point de S : 

f étant une fonction positive. 
3® Que l'intégrale 

J© dxdy, 

étendue au domaine S, ait un sens. 
4^ Enfin, que Ton ait 

Lim. == f (x, y, z} = 1 (x, y, ■ , 

quels que soient x et y, pourvu qu'ils restent fixes. 
Dans ces conditions, on a la relation : 

Lim.^^ojsj f(x, y, z) dxdy =j^^^ f (x, y, 0} dxdy. 
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56. Potentiel newtonien d'une ligne attirante. — Soit (fig. 39) L 
une ligne attirante, jx' la densité linéaire variable d'un point :i 
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X'A' 



l'autre de cette ligne. Soît, en outre, M^ un point de L et M un 
point extérieur à L, mais situé dans le plan normal à la courbe 
mené par M^. Nous nous proposons de voir ce que devient le 

potentiel newtonien, en 
M, lorsque ce point tend 
vers Mq en suivant la 
normale MM^. 

Appelons ds' un élé- 
ment de longueur de la 
ligne L, P le centre de 
gravité de cet élément, 
r la distance MP ; le 
potentiel, en M, a pour 
expression Tintégrale 
curviligne : 

étendue à tous les élé- 
ments ds' de L. Pour 
Tétudier, prenons pour 
origine des coordon- 
nées Mq, pour axe des X, la tangente en M^, et des axes rectangu- 
laires. Appelons 0, y, zles coordonnées de M,x',y', z' celles de P; 
projetons P en P' sur Taxe x'x ; les coordonnées de P'sont : x' 0, 0. 
Menons les droites M,,P, M^P', MP, MP' et posons : 

p = MM, = V'x^ + y'+z^ = V/y* + z* car x = 0, 

r = MP ==v^x'^+(y-y7+(z-z')S 

r'=MF =V^x'*+y*+z% 

r, = M,P = V^x'*+/' + z^ 
r; = M„F=x'. 

Partageons la ligne L en deux tronçons, L, et L,, le point M« 
se trouvant entre les deux extrémités de L,. Le potentiel V est 
la somme Vj + V, des potentiels respectifs de L, et L, ; le poten- 
tiel V, de L, reste continu quand on traverse la ligne en M,; il 
nous suffît donc d'étudier V,. 




Fig. 39. 



I 



LIGNES ATTIRANTES 



ii3 



Appelons © l'angle de la tangente en ds' avec Taxe des x, 

on a : 

dx' 



ds'= 



eus 9 



On peut choisir le tronçon L, assez court pour que, en chacun 

de ses points, on ait 

1 



cos 



? 



<K, 



K étant un nombre fixe ; cela est possible, puisqu'au point M^, on 
a : cos 9=1; si nous supposons, de plus, ^' fonction holomorphe 

de l'arc, on peut assigner sur L^ une limite supérieure y k — * — et 
écrire : 



cos C9 



< 



Enfin on peut facilement montrer, comme nous l'avons fait dans 
i étude des surtaces, que les rapports— ^, — ,-7-9 — 57- — 



r r r r^^' rj 



restent finis ; appelons alors A,B,C,D des limites supérieures 
de ces rapports, il vient : 



r r r 

^<A; — <B; 
r r 



V r; 



<D. 



Abordons maintenant l'étude de Vj. 



57. Vj peut s'écrire : 



* J cos© 



dx' 



Cette intégrale est étendue h la portion A'B' de l'axe des x, 
laquelle est la projection, sur cet axe, du tronçon de courbe 
L,=AB. 

Comparons cette intégrale à la suivante : 



et à l'intégrale : 



'■=/ 



. K' 


dx' 


cos 9 


r' 


C jjidx' 
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Ces trois intégrales, étendues au même champ A'B', repré* 
sentent, toutes trois, les potentiels en M de la même portion de 
ligne droite A'B'. Mais, dans Vj, la densité est variable et d'une 
expression assez compliquée : 



cos f r 

dans V/, la densité est plus simple, mais variable encore : — *- — ; 

* . * ^ cos ç 

enfin, dans V/', la densité est constante, elle a pour valeur celle 
de la densité jjl qui existe, en M^, dans la distribution primitive. 
Nous allons ramener Tétude de V, à celle de V/, puis à celle 
de V/'. A cet effet, écrivons V^ de la manière suivante : 



ou, en appelant J^ la première intégrale, J, la seconde, J, la troi- 
sième : 

Ktudions successivement ces trois intégrales. Commençons 

par Jj. Montrons que la quantité sous le signe | reste finie : 
u! . , . , ,11 



cos CP 


lAt^l IC 


ut ^I 


1 1 r 


récrire : 




1 1 r' r 






/ t 

Y r rr 


Or 




h 






•'— r|<\/y"+z'% 


et 




rr' ^ r« ' r" ' 


donc 


1 

r 








1 
r' 


< ^-^—71 
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Reportons-nous maintenant aux limites supérieures indiquées 
au paragraphe 56 ; on voit que 



^y'^ 



.fi 



..a 



V^ 



,ft 



..'2 



<DA', 



< DA'C». 



Bref 



r 



est fini; la fonction, qui est sous le signe | , 

dans Jj, est donc limitée. 

Occupons-nous de J,. La fonction sous le signe | est 



\ COS 9 ^ ) 

* » 



../ 



|jl' étant une fonction holomorphe (56) de x', — [xcstdé- 

COS >p 

veloppable, suivant les puissances croissantes de x' ; il n'y a pas 
de terme tout connu, le développement commence par un terme 
du premier degré et le rapport suivant : 



COSf 



— !^ 



reste fini ; soit a une limite supérieure de ce rapport, on peut 
écrire : 



COS 'p 



a 



x' 



<a, 



et, par suite, 



cos^p 



— l^ 



r 



< a 



../ 



Or : 



x' 
r' 


<a 


x' 
r 


C<aC 


x' 



A < aAC . 



La fonction sous le signe 1 , dans J,, reste donc limitée. 



128 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

58. Étudions donc Tintégrale 

J — V" — C J^ fW* 

u, étant constant, elle s'écrit : 



/* dx' 



et a pour valeur : 

2 i* log U^. 

p 

On a donc, pour Y", l'expression suivante obtenue en dévelop- 
pant le logarithme : 

\7=— 2{*logp+2[xlog2v/^ 
et, pour V,, 

V. = — 2 |xlog p H- 2 [. log 2 V^^ + (Vî - V;«) 

+ (v;»-v,"«)+v(p), 

VJ, V|** etc., étant les valeurs ^des intégrales au point M^ 

et ^"(p), une quantité qui s'annule avec p. 
Posons : 

N = — 2 jjilog 2 V/^ + (Vî — V;^) + (V(^ — Vi'«), 

on aura : 

V,=: — 2;jLlogp + N+^'(?). 

On voit que le potentiel V, et, par suite, le potentiel V de la 



Mo B 



Fig. 40. 

ligne entière augmentent indéfiniment, quand le point M s'ap- 
proche indéfiniment d'un point M^, de la ligne. 

La quantité N, qui entre dans son expression, ne dépend pas 
de p ni, par suite, du point M, mais seulement des coordonnées 
du point Mo. 

Calculons cette quantité dans deux cas particuliers : celui 
d'une droite homogène et celui d'une circonférence homo- 
gène. 
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Soit AB (fig. 40), un segment de droite attirante homogène de 
densité \ky les autres notations étant les mêmes que précédem- 
ment. On voit sans peine que l'expression 

yo _ v;o _^ (v;o _ v('0)^ 

est égale à zéro ; la quantité N se réduit donc à 

N = 2|jLlog2V^SE, 

a et b étant les longueurs M^A et M^B. Le potentiel prend alors 
la forme : 

V.=+2j.log2^; 

r 

c'est l'expression que nous avions trouvée au paragraphe 14. 
Passons au cas plus important d'une circonférence homogène. 

59. Cas d'une circonférence homogène. — Nous avons déjà (17) 
calculé le potentiel d'une circonférence homogène, en un point 
intérieur ou extérieur, à l'aide de la moyenne arithmético-gèo^ 
métrique de Gauss. 

Voyons ce qui se passe^ quand le point attiré M est très voisin 
de la circonférence. 

Menons toujours (fig. 41) la normale MM^^ et appelons p la 
longueur MM^; soit, en outre, [x 
la densité de la matière atti- 
rante. Le potentiel, en M, est 
donné par l'expression : 

(1) V=-2{.logp + N; mJ *'°^ * 

nous négligeons ^*(p) qui s'an- 
nule avec p . 

Nous avons dit que la quan- 
tité N ne dépend pas des coor- Fig. 41. 
données du point M, mais peut 

seulement dépendre de celles du point M^ ; ici, en vertu de la 
symétrie, N ne dépend même pas de la position de M^ et, par 
suite, son expression ne doit contenir que la densité [x et le rayon a 
du cercle; voyons de quelle manière [jl et a entrent dans N. 

Poi?iCARÉ. Potent. Newt. 9 
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Le potentiel V envisagé sous sa forme ordinaire 

ds' 



(2) V=/, 



î 

r 



est manifestement proportionnel à [jl; mais, envisagé sous la 
forme (1), Il se compose de deux termes, dont le premier est 
proportionnel à [jl; le second, N, doit donc Tètre aussi. 

Cela posé, considérons encore V sous la forme (2) ; dans Tln- 
tégrale du second membre, jjl est un nombre, ds' et r sont des 
longueurs ; si Ton 'multiplie toutes les longueurs par un même 

ds' 
nombre, le rapport — ^ ne change pas, V ne change donc pas non 

plus. Par conséquent, quelle que soit la forme de son expression, 
le potentiel V doit être homogène et de degré zéro par rapport 
aux longueurs qu'il contient ; par exemple, si on l'exprime, 
comme dans la formule (1), en fonction de p et a, Il ne doit con- 
tenir que le rapport de ces deux longueurs. 

D'après tout cela, V doit être nécessairement de la forme sui- 
vante : 

(3) v = -2txlog±-4-Kix, 

K étant un nombre, Indépendant par conséquent des quantités p, 
a et [x. 

Pour achever le calcul de V, il nous reste à calculer K. 

Nous nous servirons pour cela des résultats établis antérieure- 
ment (17 et 18) . Soit Mj le point où MM^ perce de nouveau la 
circonférence ; posons : 

et appelons o (p,o) l'inverse de la moyenne arlthmético-géomé- 
trlque de p et S ; on a (18) : 

V = 27î[xao(p,5), 

Considérons le plan P, perpendiculaire au plan de la circonfé- 
rence et passant par M^M^ ; prenons ce plan P comme plan du 
tableau (fig. 42). Si le point M sort du plan primitif et se déplace 
dans P sur une deuxième circonférence, tracée dans ce plan du 
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point Mo comme centre, avec p pour rayon, la formule (3) montre 
que V ne change pas ; dans ce mouvement, 5 varie depuis 2a + p 
jusqu'à 2a — p. Donnons alors a M une position telle que p 




Fig. 4a. 

prenne la valeur 2a et calculons le potentiel, en M, dans ces con- 
ditions. On a : 

V = 2 ic{iA9(p,2a). 

Rapprochons cette formule de la formule (3) et égalons les 
deux expressions de V, il vient : 

2 TTixa» (p, 2 a^ . = — 2 [Ji log -^ — h K[a; 

a 

d'où : 

1 a K 

(^) ?{?. 2a)=— -log-l^H :y—. 

Donnons maintenant a a un accroissement Qp dépendant de 
p ets'annulant avec lui; on vérifie, sans peine, que ç(p, a) prend 
un accroissement qui s'annule aussi avec p ; comme nous négli- 
geons les termes qui s'annulent avec p, nous pourrons négliger 
cet accroissement et considérer comme égales les deux expres- 
sions ç(p, a) et o(p, a + 8p). 

Cela posé, observons que, 'f(p, 2a) étant l'inverse de la 
moyenne arithmético-géométrique de Gauss, on ne change pas sa 
valeur en remplaçant p et 2a respectivement par leurs moyennes 
arithmétique et géométrique ; on a donc 

Or, en vertu de la remarque précédente, on a : 
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et, comme, dans l'expression de o, on peut intervertir Tordre des 
variables sans changer f , on a aussi : 

?ra+-| , V^2T;p )= ? (V^o, a) ; 

on peut donc écrire : 

('') ? (p, 2 a) = cp (v/TTp. a). 



Reportons-nous à l'égalité (1) et changeons-y p en V^2ap et 2a 
en a, cette égalité deviendra : 

(6) ? {>/2^ a) =— log ^ i_ + ^ 



Comparons maintenant les égalités (4) et (6) ; les seconds mem- 
bres de ces égalités doivent être égaux, puisque les deux pre- 
miers le sont, en vertu de l'égalité (5) ; on a donc : 

lia ^p2 7îa 7îa 2t/2ao'^a' 



ce qui peut s'écrire, en transformant le second membre de cette 
nouvelle relation : 



1 , a ^ K 1 

loff \- 

7:a *^ p 2 7:a t: a 


log 


a K 
8p ' Tta' 


ou encore : 






1 , a . K 1 , a 

loff 1- -n, loff — 

TTa '^ p iira 7:a ^ p 




^ log 8+ ^ 
7:a ^ t: a 



la. 
-^ log — disparait et l'on tire finalement : 

K =21og8. 

Le calcul de V s'achève, en portant cette valeur de K dans l'ex- 
pression de V : 

V = 2 [x log 

Telle est la valeur approchée du potentiel, quand p est très petit. 
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60. Théorème de la moyenne de Oauss. — Soit Y une fonc- 
tion des trois variables x, y, z, continue ainsi que ses dérivées 
premières dans un certain domaine ^ supposons que ses dérivées 
secondes existent et soient généralement continues, les disconti- 
nuités, s'il y en a, se trouvant sur des surfaces algébriques 
d'ailleurs quelconques. 

Soit, en outre, M,, un point de ce domaine et S une sphère, 
ayant pour centre M^ et située dans le domaine considéré ; on 
appelle moyenne de la fonction V sur cette sphère l'expression : 



fvdco 

— / 1 
47rr' 



rintégrale étant étendue a tous les éléments dco de la surface de 
la sphère et r étant le rayon de cette sphère. Soit enfin V^ la 
44^ valeur de V au point M^. 

Le théorème de la moyenne de Gauss est le suivant : Si la fonc- 
tion Y satisfait à l'équation de Laplace 

AY = 0, 

en tout point du domaine, on a la relation : 

M = Y, 

quel que soit r. 

Pour démontrer ce théorème, changeons de variables et pas- 
sons en coordonnées polaires; les formules de transformation 

sont : 

X == r sin 9 cos », 

y = r sin sin '^, 

z = r cos 0, 



01 
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Torigme primitive et la nouvelle étant toutes deux au centre M. 
de S et les courbes 

ç == const, 8 = const, 

désignant les méridiens et les parallèles de la sphère. 

Partageons la sphère en éléments de surface très petits, dtj, a 
Taide de ces deux systèmes de courbes; on a : 

dtj = r' sin 8d0 do, 
et l'expression de M devient : 



M 



_ />Vr»sin9ded. _ 1 /-^.^.^^^^ 



les limites de cette dernière intégrale étant : 

pour o : et 2îi, 
pour 8 : et 7T. 

Les limites étant constantes, on peut differentier sous le signe | , 

et écrire : 

dM r sin dV ^^ , 

— i — = / — 7 — —. — dQd», 
dr J 47w dr * 

ou, en revenant aux anciennes variables, 

dM r dV dw 



-/• 



dr J dr 4 



Tîr^ 



» » 



ce qui peut s écrire : 

dM r dV d 



_ r dV d(u _ 1 ç dV 
J dn 47tr* 47:r* J dn ' 



Mais on a vu (20) que Ton a, en désignant par T un volume et 
par S la surface qui le limite, 



/-^ ^- -f''-'^' 



la seconde intégrale étant étendue au volume T et la première k 
la surface S; cela a lieu sous certaines conditions de continuité, 
qui seront ici remplies, si nous prenons pour surface S la sphère 
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2 et, pour volume T, rintérîeur de cette sphère. Maïs, en chaque 
point de Tintérieur de la sphère, on a 

AV = 0, 
donc 

jAVdT=0, 
par suite, 

d^' A n 



/• 



dn 
et enfin 

dM 



dr 



= 0. 



M est donc indépendant de r. Or, quand r tend vers zéro, les 
valeurs de V sur la sphère tendent vers V^,, l'intégrale f\àiù tend 
vers 4Ttr*V^ et enfin M tend vers V^; comme M est fixe, on doit 
constamment avoir M = V©. 

Le théorème de Gauss est donc démontré. 

61. Fonctions harmoniques. — On appelle fonction harmo- 
nique, dans un domaine donné T, une fonction qui, dans ce 
domaine, possède les propriétés suivantes : 

1** Elle est continue ; 

2® Ses dérivées premières existent et sont continues ; 

3** Ses dérivées secondes existent et sont généralement conti- 
nues, les discontinuités, s*il y en a, se trouvant sur des surfaces 
algébriques quelconques ; 

4® Elle satisfait à Téquation de Laplace : 

AV = 0. 

La fonction V considérée au paragraphe précédent est une 
fonction harmonique. 

Voici une propriété importante de ces fonctions. Soient T un 
volume, S la surface qui le limite et V une fonction harmonique 
dans T. Puisqu'elle est continue, elle a uni maximum qu'elle 
atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n'est pas à 
l'intérieur de T, mais sur S. Supposons, en effet, qu'il soit inté- 
rieur à T ; on peut l'entourer d'une sphère, ayant ce point pour 
centre et tout entière intérieure h T. En tout point de la sphère, 
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la valeur de V est inférieure au maximum V^; Tinlégrale /\'dto est 
donc inférieure à 47tr^Vo et enfin la moyenne M est inférieure à V,,; 
mais, d'après le théorème précédent, on doit avoir M = V^; il 
est donc impossible que Y atteigne son maximum dans l'intérieur 
de T; elle l'atteint sur la surface S. Pour les mêmes raisons, V 
a un minimum et elle l'atteint sur S. 

On peut donc énoncer, en général, le théorème suivant : 

Une fonction harmonique dans un domaine n'atteint son maxi- 
mum et son minimum que sur la surface qui limite ce domaine. 

On en conclut sans peine le corollaire suivant : Si une fonction 
harmonique est positive sur la surface, elle l'est dans le volume 
limité par cette surface. 

Toutes ces propriétés sont vraies, que le domaine soit simple- 
ment ou multiplement connexe. 

62. Le théorème qui précède nous permet de faire les remar- 
ques suivantes : 

I. — Supposons le domaine T limité ; soient g le maximum 
d'une fonction V harmonique dans ce domaine et h son mini- 
mum, on a : 

sur la surface : h ^ V ^ g, 
dans l'intérieur de T : h < V < g. 

II. — Supposons le domaine T constitué par toute la portion 
de l'espace extérieure h une surface S ; ce domaine s'étend depuis 
la surface jusqu'à l'infini. Décrivons une très grande sphère S' 
entourant S. Soient g et h le maximum et le minimum sur S, 
g' et h' le maximum et le minimum sur S'; on a : 

sur S : h < V < g, 
sur S' : h' < V < g'. 

Le maximum de V sera la plus grande des deux quantités g et g', 
pour le volume compris entre ces deux surfaces ; le minimum, 
pour ce même volume, sera la plus petite des quantités h et h'. 

Supposons maintenant que, S restant fixe, le rayon de S' gran- 
disse indéfiniment et que V s'annule à l'infini ; g' et h' tendent 
vers zéro. Plusieurs cas peuvent alors se présenter : 
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1^ Supposons h positif; g Test aussi et, si S' est assez grand, 

on a : 

h' < h et g' < g, 

et, par suite, 

g > V > h', 

ou 

g>v>o, 

dans tout l'espace extérieur h S. 

2^ Supposons 

g>0>h, 
on a : 

h<h', 

et, dans tout l'espace extérieur a S : 

g>V>h. 
3" Supposons 7 

0>V>h, / 

on voit de la même façon que, dans tout Tespace extérieur à S, 
V est constamment négatif. 

C'est un de ces trois cas qui se présente, pour le potentiel dû à 
des masses situées à distance finie. 

III. Reprenons le cas d'un domaine limité compris à l'intérieur 
d'une surface S; on a les inégalités 

g > V > h : dans T, 
g ^ V ^ h : sur S. 

Si donc, en tout point de S, la fonction est nulle, elle est nulle 
aussi, en tout point de T. 

IV. — Soit une fonction V, harmonique dans tout l'espace et 
s'annulant à l'infini. Je dis que l'on a VseO dans tout l'espace. 
Traçons, en effet, une sphère de très grand rayon ; les valeurs 
de V, à l'intérieur de la sphère, sont comprises entre le maximum g 
et le minimum h, lesquels sont atteinte par la fonction sur la sur- 
face et tendent par suite vers zéro, quand le rayon de la sphère 
croît indéfiniment; V tend donc vers zéro, à l'intérieur de la 
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sphère et, comme sa valeur en chaque point est bien déterminée, 
on a nécessairement \ =0 dans tout l'espace . 

63. Ce qui précède nous permet de trouver les propriétés carac- 
téristiques de la fonction potentielle (cas de l'attraction newto- 
nienne), c'est-à-dire les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'une fonction représente un potentiel newtonien. 

Soit une fonction Y satisfaisant aux conditions suivantes : 

1® V est continue dans tout l'espace. 

2^ Ses dérivées premières existent et sont continues, à l'inté- 
rieur et à l'extérieur d'une surface S donnée ; mais, quand on 
franchit la surface, elles éprouvent des discontinuités ; elles ten- 
dent vers des limites différentes, mais bien déterminées, quand 
on tend vers la surface soit par l'intérieur, soit par l'extérieur, 
et ces limites sont telles que, seule, la dérivée prise suivant la 
normale éprouve une discontinuité à la traversée, les dérivées 
tangentielles de S restant continues. 

3® A l'extérieur de S, on a 

AV = 0. 

4® A l'intérieur, AV est quelconque. 

5® V s'annule à l'infini. 

Ces conditions sont évidemment nécessaires pour définir un 
potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les possède. 
Nous allons montrer qu'elles sont suffisantes, c'est-ii-dire qu'elles 
définissent une fonction et que cette fonction est un potentiel. 

Appelons T le volume enfermé dans S. En tout point de 
T, AV est quelconque, mais donné ; posons : 

AV=î(x, y,z), 

9 étant une fonction donnée. 

Considérons alors la fonction V^ : 






c'est un potentiel de volume, où » désigne la densité. On a évi- 
demment, en tout point x, y, z du volume T, 



/ 
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Soit maintenant ^{xy y, z) une fonction définie sur la sur- 
face S et exprimant, en chaque point, le saut brusque delà dérivée 
de Y suivant la normale ; puis posons : 

4 7C J(S) r 

cette intégrale double étant étendue à tous les éléments dco' de S. 
La fonction Y, satisfait h la deuxième condition imposée à la 
fonction Y, car c'est un potentiel de surface où la densité est 
représentée par la fonction ^. 

La somme des deux potentiels : Y, + Y,, remplit toutes les 
conditions imposées à la fonction Y ; on peut donc la prendre 
pour fonction Y. 

Montrons que cette fonction est unique. 

Supposons, pour un instant, qu'il y en ait une seconde Y'; con- 
sidérons la différence 

V - (\', 4- V.). 

Elle remplit les conditions suivantes : 

1" Elle est continue, dans tout l'espace, ainsi que ses dérivées 
partielles du premier ordre ; 

2® Elle satisfait, dans tout l'espace, à l'équation de Laplace. 
Cette différence est donc une fonction harmonique dans tout 
l'espace ; 

3® Elle s'annule à l'infini. 

En vertu de la Remarque lY du paragraphe précédent, elle 
est identiquement nulle; donc la fonction Y, + Y, est unique. 

Bref les cinq conditions énumérées plus haut sont suffisantes 
pour définir un potentiel et ne définissent pas d'autre fonction. 
Ce sont bien les propriétés caractéristiques cherchées. 

Remarque. — Comme on le voit d'après les énoncés mêmes, 
il ne s'agit, dans tout ceci, que des potentiels de surface et de 
volume. Ceux de ligne, par exemple, sont exclus. 

Les propriétés que nous venons d'établir ont une grande 
importance pour tout ce qui va suivre. 

64. Problème de Dirichlet. — Problème intérieur. — Problème 
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extérieur. — Le problème intérieur de Dirichlet s'énonce ainsi : 
Soit un volume T limité par une surface S. Trouver une 

fonction V des trois variables x, y, z satisfaisant aux conditions 

suivantes : 

1® En tout point de T, elle est continue, ainsi que ses dérivées 

partielles des deux premiers ordres ; 
2® En tout point de T, elle satisfait \\ Téquation de Laplace : 

AV =0; 

« 

3® Sur la surface S, elle se réduit à une fonction donnée U des 
coordonnées. 

On peut démontrer les deux théorèmes suivants : 

I. — Si le problème intérieur de Dirichlet comporte une 
solution, il n'en comporte qu'une. 

Supposons, en effet, pour un instant, qu'il en comporte deux ; 
soient V et V les deux fonctions ainsi obtenues. On a : 

AV = dans T, AV = dans T, 
V=U sur S, V =U sur S. 

Posons : 

V — V = F. 

La fonction F satisfait aux conditions suivantes : 

AF = 0, dans T, 
F =0, sur S. 

Par conséquent, en vertu d'un théorème démontré au paragraphe 
précédent, on a partout, dans T, F ^z et, par suite, V^V; 
il ne peut donc pas exister deux solutions distinctes du problème 
énoncé. 

II. — Le problème comporte toujours une solution. Cet 
énoncé est connu sous le nom de principe de Dirichlet. 

Nous nous en occuperons dans un autre chapitre. 
Voici maintenant Ténoncé du problème extérieur de Dirichlet, 
On donne une surface fermée S et Ton considère l'espace 
extérieur à S, c'est-à-dire l'espace qui s'étend depuis cette sur- 
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face jusqu'à rinfini. On demande de trouver une fonction V satis- 
faisant aux conditions suivantes : 

1® En tout point de l'espace considéré, la fonction V est 
continue, ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres ; 

2® En tout point du même espace, elle satisfait h l'équation de 
Laplace : 

AV = 0; 

3° Sur la surface S, elle se réduit a une fonction donnée U des 
coordonnées ; 

4" Elle s'annule a l'infini. 

On démontre, comme dans le cas du problème intérieur : 

I. Que, s'il y a une solution, il n'y en a qu'une; 

II. Qu'il y en a toujours une. 

65. Extension au cas de deux variables. — Les définitions et 
théorèmes qui précèdent s'étendent au cas de deux variables 
sans difficulté. 

La définition des fonctions harmoniques est la mèiiie ; il suffît 
de remplacer les mots volume et surface par aire plane et 
contour. 

Le théorème de Gauss pour une fonction harmonique devient : 



^'» = -2^/^'^^ •' 



la sphère a été remplacée par un cercle, sa surface par une 
circonférence, son aire 47:r* par la longueur 2'itr de la circonfé- 
rence, l'intégrale double I Vdw par l'intégrale curviligne | Yds. 

Les remarques sur les limites supérieure et inférieure des fonc- 
tions harmoniques se généralisent immédiatement et la modifica- 
tion, dans chaque cas, pour transposer les énoncés, est évidente. 

Cependant les considérations faites dans le paragraphe 62 (11), 
h propos des fonctions harmoniques à l'extérieur d'un domaine 
donné et îi propos du potentiel newtonien, ne se généralisent pas. 
Cela tient a ce que le potentiel logarithmique ne s'annule pas 
h l'infini comme le potentiel newtonien. 

Voyons ce qui se passe, dans ce cas. 
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Soit un contour plan C, entCHiré d'un cercle de très grand 
rayon C ; considérons le potentiel Tngnïilhiic[iii d'une certaine 
distribution linéaire de matière attirante sur le- contour C et 
d'une certaine distribution superficielle de matière dans Faire 
plane qu'enferme le contour C ; donnons ii g, h, g', h' des signi- 
fications analogues à celles qu'elles ont au paragraphe 62. Enfin 
reprenons pour le potentiel logarithmique les notations données 
au début de ce cours. On sait que l'expression : 

V — Mlog-^, 

tend vers zéro, quand p croît indéfiniment ; si donc M est diffé- 
rent de zéro, V augmente indéfiniment et, sur le cercle C, | V| 
est très grand quand le rayon de C est très grand ; faisons grandir 
ce rayon indéfiniment, nous devons distinguer plusieurs cas : 

l'>M>0; 
alors g' et h' tendent vers — x et l'on a, dans tout le domaine, 

V<g. 
2«M<0; 

alors g' et'h' tendent vers -[- ^ et l'on a, dans tout le domaine, 

V>h. 
3« M = 0. 

Alors Y s'annule à l'infini, on retombe dans le cas du potentiel 

newtonîen et l'on a ii distinguer les trois inégalités vues dans ce 

cas. • 

66. Remarque sur le potentiel newtonien. — Supposons que V 
désigne, non pas une fonction harmonique, mais un potentiel 
newtonien de volume, et essayons de reprendre les raisonne- 
ments faits pour établir le théorème de la moyenne. 

Nous aurons : 



dr 4 Tir 

Supposons que le point soit intérieur aux masses agissantes 
et que la densité soit positive, alors on a : 

AV<0, 
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et^ par suite, 

dM ^ 
<0, 



dr 
ou enfin : 

M < V^. 

On en conclut qu*au voisinage de 0, V peut être inférieur 
Il V^,; en tout cas, il ne se peut pas qu'il lui soit partout supérieur. 

Bref, V peut avoir un maximum au sein des masses agissantes, 
mais il ne peut pas avoir dç minimum. 

Soient T le volume, S la surface limite, g et h le maximum et 
le minimum de Y sur elle ; on a : 

g > V >h sur S. 

On est sûr que l'on a, dans T : 

V> h 

mais on ne sait pas si l'on a : 

«>v. 

67. CoiiBéquences de la formule de Oreen. — Reportons-nous au 
paragraphe 19 et reprenons les notations de ce paragraphe. Nous 
avons démontré en général la formule 

(1)... jr(UAV-VAU) d. = -jf (u4I-V-4^)d. ; 

les fonctions U et V et leurs dérivées doivent satisfaire, dans le 
volume T et sur la surface S, à certaines conditions de continuité 
que nous avons indiquées en établissant cette formule. Les 

dérivées -j — > — =— sont prises vers l'intérieur de la surface S. 
an du ^ 

Faisons quelques applications de cette formule. 

1*" Supposons que U soit une fonction harmonique et V le 
potentiel d'un volume attirant T'; on a alors les relations sui- 
vantes : 

AU = 0, à l'intérieur de T, 

AV = 0, à l'extérieur de T', 
AV = — 4Tt[jL, à l'intérieur de T', 
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[x désignant la densité de la matière attirante dans le volume T'; 
rintégrale / (UAV — VAU)dT devient alors : 

— 4'^/U|xdT, 

ce qui peut se mettre sous la forme 

— 4*^1 Udm, 

en appelant dm = [/.dx la quantité de matière contenue dans l'élé- 
ment dx. La formule (1) devient ainsi: 

X(''-^-v-^)-'"=^"/"-". 

ce que Ton peut écrire, en donnant une autre forme au second 
membre, 

J(S)\ dn dn / 

la somme S portant sur toute la partie du volume T' comprise 
dans le volume T. 

2" Supposons maintenant que, U désignant toujours une fonc- 




Fig. 43. 

tion harmonique, V désigne un potentiel de surface. Représentons 
le volume T d'intégration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la 
surface attirante S', dont V est le potentiel. Voyons ce que devient 
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alors la formule (1). Ses deux membres sont nuls si S' est tout 
entière extérieure h S. Mais supposons que S' coupe S; elle 
partage ainsi le volume T en deux autres Tj et T, et la surface S 
en deux parties Sj et S,. Traçons deux surfaces S\ et S', de part 
et d'autre de S', parallèles à S' et très voisines d'elle. Le volume T 
est alors partagé en trois parties : 

T/ comprise entre S et S/ 
T', comprise entre S et S', 
T" comprise entre les deux surfaces auxiliaires S', et S',. 

T' est une étroite bande dont le volume tend vers zéro quand 
les deux surfaces S'j et S', tendent vers S'. 

Appliquons la formule (1) à chacun des tronçons du volume T 
et aux portions" de surfaces qui limitent chacun d'eux. Pour les 

deux premiers, l'intégrale triple j (VAU — UAV) dT est nulle ; les 

intégrales doubles correspondantes sont donc nulles et l'on a 

cViSiBi) \ ^^^ dn / .^'(A,s',B,) \ dn dn / 

et 

/ l -i V-i— )dw + / \l— \ dto=0. 

•^'(AiSjB,) \ «» "» / -'(AjS'jBii \ dn dn / 

Ajoutons et faisons passer dans le second membre les inté- 
grales étendues à S\ et S'^ ; il vient : 

7 +f =-/■ -/■ ■ 

Si S', et S', tendent vers S', le premier membre tend vers 

£; on a donc : 
. , J 

+ /• (u^-v^)aJ. 

c/A,SiBj\ dn dn / J 

T 1 ' • ' ^V ^ du . , _ 

Les dérivées -j — et —5 — suivant la normale sont prises mté- 

dn dn * 

Poj.NCABÉ. Polcnl. Ncwt. 10 
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rieurement aux volumes T', et T', ; par conséquent, dans le pre- 
mier membre de cette relation, elles sont prises intérieurement 
au volume T et dans le second extérieurement au volume T". 
Calculons maintenant la limite de la somme des iirtégrales de 

ce second membre. 

dV 
La surface S' est la surface attirante ; la dérivée -^ — éprouve 

donc un saut brusque quand on franchit cette surface ; quant aux 

autres fonctions U, V, —^ — , elles restent toutes continues. Appe- 

dV 
Ions a la limite de —. — sur S^ quand S' tend vers S' ; et S la 

dV ,^^ . 

limite de -j — sur S', quand S' tend vers S'. Enfin désignons les 

un jij i¥T 

limites de U, V, —^ — par les mêmes lettres U, V, — i — ; on a: 

dn *^ ' ^ dn 

ces deux nouvelles intégrales sont étendues à la portion de S' 

comprise dans T. Le sens de la normale dans —. — est celui qui va 

'^ dn 

vers S,. On a encore : 

(4) limr (i:-^ \^]dto=fmdio—f\ ^dto. 

AiS'ibA dn- dn y J ^ J dn 

Le champ d'intégration pour ces deux dernières intégrales est 
encore la portion de S' compris dans T. Le sens de la normale 

ITT 

dans -s — est celui qui va vers S,. Additionnons les deux égali- 
dn ^ jjj 

tés (3) et (4) membre à membre; les deux intégrales / V— j — dw 

se détruisent parce que les sens de la normale dans ces deux 
intégrales sont inverses Tun de l'autre. Il reste : 

*"^lAis,bA "dn~ In) ^ Jajs,b, \ "dn dn / ^J 

= rU(a+p)do>, 

./(S') 

et par conséquent, eu vertu de la relation (2) : 
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Or appelons |x la densité de la matière attirante en chaque point 
de S'; il résulte de la théorie des surfaces attirantes que, si l'on 

dV . . 

désigne par —.j — la limite vers laquelle tend la dérivée prise sui- 
vant la normale extérieure quand on tend vers la surface par 

dV . . dV . 

l'extérieur et par — ; — la limite de — ; — prise suivant la normale 

' dni dn ^ 

intérieure quand on tend vers la surface par l'intérieur, Ton a : 

\ i — = — 4:ru. 



dn^ dui 
On a donc ici 

a + p = — 4t:[jl. 

Bref, la relation (5) donne : 

C'est la même formule que dans le cas du potentiel de volume; 
on peut lui donner la même forme : 

Jjsj \ dn dn / 

Cette formule s'étend donc h un potentiel de surface comme si 
un potentiel de volume ; elle s'étend par suite au potentiel d'un 
ensemble de surfaces et de volumes attirants. 

68. Cette formule s'applique encore si V désigne le potentiel 
d'une ligne attirante, de points attirants discrets ou d'un ensem- 
ble de volumes, de surfaces, de lignes et de points. 

On peut donc énoncer en général le théorème suivant : 
Si U désigne une fonction harmonique et V un potentiel newto- 
nien, on a la relation : 

l'intégrale étant étendue à tous les éléments rfw d'une surface fer- 
mée quelconque S et HmU ne s' étendant qu'aux masses situées 
à Vintérieur du sfolume T limité par la surface S. 
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Ce théorème constitue une forme nouvelle du théorème de Green. 

Il est clair que le théorème subsiste si V désigne la somme 
d*un potentiel et d'une fonction harmonique. 

La formule précédente se modifie si U et V désignent deux 
potentiels. Soit [x la densité de la distribution des masses m qui 
engendrent le potentiel U et soit jjl' la densité de la distribution 
des masses m' qui engendrent V, on a : 

= 47tS(m'U — mV). 

Ces deux théorèmes s'étendent au potentiel logarithmique dans 
le plan. 

69. Cela posé, considérons toujours le même volume T limité 

par S. Soient M (fig. 44) un point variable 

de S et M' un point fixe non situé sur S. 

^^ Enfin, soit U une fonction harmonique dans 

T; posons 

MM' = r 

et considérons l'intégrale double étendue à 
la surface S : 




Fig. 4 '4. 




du 

du 



U 



1 



r 



dn 




Si le point M' est extérieur h la surface S, on a : 




1 



r 



1 .du ^;^ 

r dn dn 



d(o = 0. 



Si au contraire M' est intérieur à S et si U' est la valeur de U 
en ce point, on a : 



(<■•: 
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. 1 

dU T 

Les dérivées — j — et — = — sont prises ici, en chaque point de S, 

suivant la normale extérieure. 

Ces deux formules se déduisent de la formule (5) démontrée 

1 
dans le paragraphe précédent. Il suflitde remplacer V par — , c'est- 
à-dire de considérer V comme le potentiel newtonien d'une 
masse égale à Tunité située au point M'. 

Cette intégrale (6) a une très grande importance; elle permet, 
on le voit, de calculer la valeur U', en un point M' d'un volume T, 
d'une fonction U harmonique dans ce volume, pourvu que l'on 

connaisse les valeurs de U et — = — sur la sur(Yice S qui limite T. 

an ^ 

Une formule analogue existe pour le cas du potentiel loga- 
rithmique dans le plan ; on a : 

1 1 

le facteur •^ — est remplacé par -^ — , le volume par une aire 
plane, la surface par le contour qui limite cette aire et le poten- 
tiel newtonien — par le potentiel logarithmique logf ~ j . 

70. Analogies avec la théorie des résidus de Cauchy. — On peut 
remarquer l'analogie de ce qui précède avec la théorie des rési- 
dus de Cauchy ; la formule (7) dans le plan permet par exemple 
de retrouver le théorème des résidus. 

Soit une aire plane S limitée par un contour C; plaçons-nous 
en coordonnées rectangulaires et soient x et y les coordonnées 
d'un point M. Considérons la variable complexe 

z = x + iy 

et soit f (z) une fonction de cette variable ; si la fonction f est 
holomorphe dans l'aire S, on peut poser 

f(z)=U+iT, 



i5o 
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U et T étant des fonctions réelles des variables réelles x et y, et 

Ton a : 

AU=0 

AT = 
en tout point de S ; on a en outre : 

OU ÙT 



(«) 



dx 
dU 
ùy 



Ov 



OT 
dx 



Soient maintenant M' un autre point du plan, x' et y' ses coor- 
données et z' la valeur de z en ce point ; on a : 

z == X + IV . 

Considérons la fonction log ; on peut poser : 



_=VH-iW. 



V n'est autre que logf — jet W est comme V une fonction réelle 

de X et y, si l'on suppose M' fixe. 

Appelons enfin U' et T' les valeurs en M' des fonctions harmo- 
niques U et T ; on a, en vertu de la formule (7) et en remplaçant 

log( — Ipî^r son égal V : 

J \ un an / 



(9) 



Cela posé, revenons aux formules (8); changeons d'axes de 
coordonnées en transportant les axes actuels parallèlement à eux- 
mêmes en un point quelconque x^, y^ du plan, puis en les faisant 
tourner d'un angle a; appelons $ et t; les nouvelles coordonnées, 
les formules de transformation sont : 

X = $ cos a — Tj sin a + x^ 

y = Ç sin a H- 7) cos a -j- y^ 
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et l'on voit sans peine, en tenant compte des formules (8), que 
Ton a : 

dU dT 



^l 



au 



07) 

OT 

as 



Supposons par exemple que nous prenions comme origine un 



Yv 



o 



T/ 
/ 




Kig- 4ï. 



point A tle la courbe C et comme axes la normale extérieure 
AN et la tangente AT en ce point (fig. 45). On a alors : 



du 



ds 



du 

du 



dT 
dn 

dT 

ds- 



le sens positif de la tangente étant le sens des rotations inverses ; 
prenons au contraire pour sens positif le sens des rotations 
directes, nous aurons : 



du 

ds 



dT 
dn 



dU 
dn 



dT 
ds 
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On démontrerait de même les formules : 

dV _ dW 
ds dn 

dV dW 



dn ds 

Les intégrales (9) peuvent alors s'écrire : 

2 ttU' = r fS dT — UdW) 
2izT= f (— VdU — TdW), 

* 

ces deux intégrales curvilignes étant prises dans le sens direct 
(sens inverse des aiguilles d'une montre). La fonction W n'est 
pas uniforme ; mais les autres, U, V, T, sont uniformes et l'on 
peut écrire : 

JVdT =- — |"TdV 
|"vdU=— fudV 

27:U' = — /TdV + UdW 
2TtT'=ri'dV — TdW. 



on a donc 



On a d'autre part : 

— dz 



z — z 

et par suite : 

dz 



dV-f-idW 



f^i^) 7^=f(^ + •'^) '- ^l^' - '^^^■) 



ou : 

dz 



y* l (z). _ii_= y— UdV + TdW — i jTdV + 



UdW 



= 2 7:T'— i.27:U' 

= 2 in (U' + iT') ^2Î7:f(z') 
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d'où enfin : 



^ ' llTZ J Z Z' 



C'est le théorème des résidus de Caiiehy. 

Ce théorème n'est vrai que si le point M' est intérieur au con- 
tour C; les formules (9), de même, ne peuvent s'appliquer que 
dans ce cas. 

71. Définition de la fonction de Oreen. — Soient un volume T 
limité par une surface fermée S et M' un point situé à l'intérieur 
de T. 

Supposons que l'on puisse trouver une fonction H satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

1® Elle est harmonique dans T, 

2<'0na:H = — — sur S, 

r 

r désignant la distance du point fixe M' (x', y', z') au point 
variable M (x, y, z). 

La fonction II étant obtenue, posons : 

G = n+— . 

r 

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au 
volume T et au point M'. 

Cette fonction s'annule sur S et satisfait à l'équation de 
Laplace en tout point du volume T, sauf au point M' où elle 
devient infinie.^ 

La fonction de Green que nous venons de définir est relative 
à un volume limité et correspond au problème de Dirichlet inté- 
rieur. On peut de même définir la fonction de Green correspon- 
dant au prcrblème de Dirichlet extérieur. 

Soient toujours S une surface fermée et T l'espace situé ii 
l'extérieur de cette surface. Soient, en outre, M' un point 
fixe du domaine T et M un point variable ; appelons r la dis- 
tance MM'. 

Supposons que l'on puisse trouver une fonction II satisfaisant 
aux conditions suivantes : 
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1" n est harmonique dans le domaine T. 

2« On a : n = — ~ sur S. 

r 

3® La fonction H s'annule à Tinfini. 

V 

II étant obtenue, posons : 

G=H+ — . 
r 

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au 
point M' et au domaine T. Fille s'annule sur S, devient infinie 
en M' mais satisfait a l'équation de Laplace en tout autre point 
de T. 

Quel que soit le domaine T, la fonction G est une fonction des 
coordonnées x, y, z du point variable M ; mais elle dépend aussi 
des coordonnées x', y', z' du point de discontinuité M'. On peut 
donc récrire G (x, y, z, x', y', z'), en la considérant comme une 
fonction de ces six variables, ou encore G (M, M'), en indiquant 
par cette notation la valeur, au point M, de la fonction de Green 
relative au domaine T et au point M'. 

72. Propriétés de la fonction de Green. — Soient deux points 
M et M' du domaine T; soient en outre G (M, M') la valeur 
en M de la fonction de Green relative à T et au point M' et 

G (M', M) la valeur en M' de la fonction de 
Green relative au point M. Je dis que l'on a : 

G (M, M') = G (M', M). 

Pour démontrer ce théorème, nous dis- 
tinguerons deux cas. 

... ,,. Premier cas. — Le domaine T est situé à l'in- 

rig*. 40. 

térieur d'une surface S qui le limite (fig. 46). 
Soit alors M'' un troisième point du volume T. Posons : 

G' (M) = G (M, M') 

G'' (M) = G (M, W) 

Montrons que l'on a : 

G'(M") = G''(M'}. 
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Pour cela, reportons-nous à une formule démontrée au para- 
graphe 68 : si U et V désignent deux potentiels newtoniens dus, 
le premier à une distribution . m de masses, le deuxième à une 
distribution m', on a : 



^^ .*-» 



Ly ^ir-u-d;r)^-=^^^ (mv- mx). 



/ . Ç L. du „ dV 

(S) 



Cette formule s'applique encore si U et V désignent Tun et 
l'autre la somme d'un potentiel et d'une fonction harmonique. 
Or, ce dernier cas est précisément le cas de G' et G" ; G' est la 
somme d'une fonction harmonique H' et d'un potentiel dû à une 
masse + 1 placée au point M' ; G'' est la somme d'une fonction 
harmonique H'' et d'un potentiel dû a une masse + 1 placée au 
point M". On a donc : 

.:-> /(^' ^- ^" ^)^^ = 4. [G"(M') -G' (M")]. 

Mais la fonction G s'annule sur S ; G' et G'' sont donc nulles 
dans cette intégrale de surface et le premier membre est nul ; le 
second doit l'être aussi et l'on conclut : 



c'est-à-dire 



et de même : 



G'(^r) = G"(M') 



G(>r,M')== G(M',^r) 



G (M, M') = G (M', M). 



Le théorème annoncé est donc démontré. Cependant il faut 
remarquer que cette démonstration n'est pas sans défaut : elle 

suppose en effet qu'en chaque point de S, —, — existe et est finie 

et bien déterminée. Or G est égal à II H et l'on sait, au 

sujet de H, seulement ceci, que l'on a : 

AH =: dans T 

II = sur S 

r 



* ' ij 
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Mais on ne sait rien sur -i — . On ne sait donc rien non plus 

dG ^" 

sur -i — . 
cln 

On peut donner une démonstration plus rigoureuse, nous 

l'indiquerons plus loin, mais auparavant traitons le deuxième cas. 

Deuxième cas, — Le domaine T est indéfini : c'est la portion de 
l'espace qui s'étend à l'extérieur d'une surface fermée S. 

Traçons alors une sphère S de très grand rayon ayant pour 
contre M' et contenant à son intérieur la surface S et le point M 




Fig. 4:. 

(fig. 47) ; appelons T, le domaine compris entre la sphère S et 
la surface S et désignons par G, la fonction de Green relative au 
volume Tj ; enfin désignons par IIj la fonction harmonique corres- 
pondant et par r et r' les rayons vecteurs issus de M et M'. 
On peut écrire : 

G,(M,M')=^nj(M,M') ^ 



G, (M',M)=:IIj(M',M) 



r 
r 
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le volume T^ étant limité, la démonstrsition du paragraphe pré- 
cédent s'applique et Ton a : 

G, (M,M';=G,(M',M). 
Or, on a aussi : 

G (M, M') = n (M, M) H — L, 

G (M, M) = H (M', M) -h—, 

et il faut démontrer que Ton a : 

G(M,j\r) = G(Ar,M), 
Comparons G et Gj ; on a : 

G — Gj=II — H,. 

Considérons la différence H — II,. 

Cette fonction satisfait à Téquation de Laplace dans le 
volume T, ; elle s'annule sur S et prend des valeurs très petites 
en valeur absolue sur la sphère S, si celle-ci a un rayon très grand, 
parce que II et II, s'annulent à l'infini. Donc, dans le volume T,, 
H — H, prend des valeurs très petites en valeur absolue, qui 
tendent vers zéro quand le rayon de 2 augmente indéfiniment. 

Puisque II — H, tend vers zéro, G — G, tend aussi vers zéro. 

Considérons alors les différences : 

G(M,M') — G,(M,M} 
G(M',M: — G, (M',M) 

elles tendent vers zéro et comme on a constamment 

G, (M, M) = G, (M, M) 

on voit que la différence 

G (M, M')— G (M, M) 

tend aussi vers zéro quand le rayon de S croît indéfiniment ; mais, 
d'autre part, cette différence est indépendante de £, on a donc 
nécessairement ; 

G (M, M') = G (M', M). 

et le théorème est démontré. 
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Cette démonstration repose, on le voit, sur celle du premier 
cas ; elle s'en déduit d'ailleurs rigoureusement ; mais elle n'est 
sans défaut que si la première est aussi sans défaut. J'ai indiqué 
plus haut, à propos de celle-ci, la critique qui peut être 

faite : elle est relative à la dérivée —z — dont il aurait fallu au 

an 

préalable démontrer l'existence. 

Il y a des cas cependant où l'on sait calculer la fonction de 

dG 
Green et vérifier ainsi directement l'existence de —i — . 

dn 

Un de ces cas est celui de la sphère ; nous allons le traiter 
rapidement à titre d'exemple. Occupons-nous d'abord du pro- 
blème intérieur. 

Soient S une sphère, son centre (fig. 48) et a son rayon. Soit 




Fig. 48. 



en outre M' un point intérieur ; nous voulons calculer la fonction 
de Green relative à ce point. 

A cet effet, menons le diamètre OM' et prenons sur ce dia- 
mètre le point RF conjugué du point M' par rapport à la sphère ; 
enfin soit M un point intérieur quelconque et Mj un point de lir 
surface ; menons les droites OMj, MM\ MM'', M^M', M^M'' et 
posons : 

MM' = r ^r,M' = r, OM = p. 



On a : 



d'oi 



MM^=r' M,M'' = r', 



OM'.OM"=-a» 



ou 



OM" = 



P 



r, 


a 






■^"*» 






? 




1 


p 


( 


iction 






H — 
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r\ 


<L 
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fi/ 



.a- 
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On a encore : 

h, 

iVoii 

Considérons alors la fonction 



A- 

c'est un potentiel newtonien dû a la niasse — :-^ située au 

,3/ 

point M^; cette fonction satisfait donc à Téquation de Laplace à 
l'intérieur de la sphère. Sur la surface, elle se réduit à en 

vertu de la relation (1). 
La fonction suivante : 

(21 G=i i-,, 

^ r pr' 

est donc la fonction de Green therchée. 

La relation (2) montre qu'elle est égale a la différence de deux 
potentiels newtoniens, l'un dû à une masse -f- 1 située en M', 

l'autre a une niasse située en M". Toutes les dérivées existent 

p jG . 

donc sur la surface S, en particulier — — existe et est continue. 

Le problème extérieur de Green pour une sphère se traite 

d'une manière tout à fait analogue. Le résultat qu'on obtient est 

le même : 

1 a 



G = 



r pr' 



où p désigne toujours la distance OM' , le point M' étant ici en 
dehors de la sphère. 

73. Revenons au cas général. 

Établissons quelques autres propriétés de la fonction de Green 
qui nous seront nécessaires dans la suite. 
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1® La fonction de Green est constanvnent positwe dans le 
domaine T. 

Faisons cette démonstration dans le cas d'un volume T limité. 
On a : 



G— — --=n. 

r 



1 



Lorsque r tend vers zéro, II reste fini, donc G reste éga- 
lement fini, (rG — 1) tend alors vers zéro et rG tend vers 1. Ainsi, 
quand r est très petit, le produit rG est très voisin de 1 ; on peut 
donc affirmer qu'au voisinage du point de discontinuité la fonc- 
tion G est positive. Flntourons alors ce point d'une sphère très 
petite 2. Entre S et S, on a AG=0; sur S, G est nulle et sur S' 
elle est >0 ; donc entre S et S, G est partout >0. Ainsi en tout 
point de T, G est positive. 

2" On a constamment dans le volume T. 



G< 



1 



r 



1 



On a eflet G = IlH — —; or, dans T, II satisfait à Téquation de 

1 
Laplace ; de plus on a 11= 'et par sirite II<0 sur toute la 

m 

surface S ; si donc T est le volume contenu ii l'intérieur de S et 
Si ^ limité par cette surface, on a en tout 




point de T 



G< 



i-jg. 4y. 



Cette propriété ainsi que la précé- 
dente s'étendent sans peine au cas où 
le domaine T est constitué par l'espace 
extérieur à une surface fermée S. 
3** Soient encore (fig. 49) un domaine T 
limité par une surface S, et un autre plus grand T, limité par une 
surface S, et contenant le premier. Soit M' un point intérieur 
à T; appelons G la fonction de Green relative à T et au point M'. 

On a: 

1 
G=II-h— . 
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Appelons Gj la foncUon de Green relative h T^ ot au même point 
M' ; on a : 

G. = 11, + —. 



Je dis qu'en tout point M intérieur ii T on a : 

G,>G. 
En effet, en tout point intérieur à T, on a : 

G — G, = n— H^. 
Or nous savons que G^ est >0 dans T, ; on a donc: 



1 



et par suite 



n,-h — >o. 

* r 



— Il.<— , 

* r 



en tout point de T, et en particulier en tout point de S. 

Considérons alors la fonction II — H,: elle satisfait dans T ii 
Téquation de Laplace et reste négative sur S; elle est donc néga- 
tive en tout point de T. 

Bref, à l'intérieur de T, on 
a II — II, <0 et par consé- 
quent G, — G>0, d\>ù: 

G, > G. 

4* Soit maintenant ( fig. 50) 
une surface fermée S. Consi- 
dérons le domaine T exté- 
rieur à cette surface ; dans 
ce domaine, considérons un 
volume Tj limité par une sur- y\^^ 5o 

face S,. 

Soit maintenant M' un point du domaine T, ; appelons G la 
fonction de Green relative îi T et au point M' et G, la fonction de 
Green relative à T, et au même point M'. 

POIKCARÉ. Poleill. Ncwt. Il 
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On démontre sans difficulté, en suivant le mode de raisonne- 
ment qui a servi dans le cas précédent, que Ton a : 

G,<G 

en tout point M de Tj. 

5® Considérons un domaine T limité par une surface fermée S. 
Soit M' un point de ce domaine et G la fonction de Green rela- 
tive à ce point et a ce domaine. 

Envisageons les surfaces : 

G = const. 

A chaque valeur de la constante correspond une surface parti- 
culière. 

Pour des valeurs très grandes de la constante, on a évidem- 
ment des surfaces très petites entourant le pôle M' puisque la 
fonction G devient infinie en ce point. 

Pour des valeurs très petites de la constante, on a au contraire 
des surfaces très voisines de S. 

Enfin on passe d'une surface h une autre par déformation 
continue en faisant varier la constante d'une manière continue. 

D'ailleurs la fonction G étant uni- 

\® forme dans le volume T, deux surfaces 

correspondant à deux valeurs dilTéren- 

«tes de la constante ne peuvent pas se 

couper. 

Les surfaces 

G = C. 

entourent donc le pôle et s'enveloppent 
mutuellement. 

Figp. 5i. 

Cela posé, soit une valeur particu* 
lière G^ de la constante ; considérons (fig. 51) la surface 

G = G,. 

Appelons-la S^; elle délimite, à l'intérieur de T, un domaine Tp. 

Traçons autour du point M' une sphère S; nous pouvons la 
choisir assez petite pour que le minimun de G sur cette sphère 
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dépasse toute quantité donnée puisque G devient infinie en M' ; 
choisissons S de telle sorte qu'en tous ses points on ait 

G>G,. 

Entre S^ et S, la fonction G est harmonique, elle atteint donc son 

minimum sur Tune des deux surfaces S^ ou S ; ici ce ne peut être 

que sur ^ et ce minimum est G^. Ainsi en tout point de T^, 

on a : ^ ^ 

G>G,. 

Au contraire, entre S et S^ la fonction G est harmonique et son 

maximum est sur S^ puisqu'en tout point de S, G est nulle. Ce 

maximum est donc G^ et Ton a en tout point extérieur à S^ et 

intérieur à S : 

G<G,. 

AC 
Considérons alors la dérivée -i — prise suivant la normale exté- 

dn *^ 

rieure ii S,,. 

Cette dérivée existe puisque S^ est à Tintérieur de S et qu'en tout 
point de T la fonction G a des dérivées des deux premiers ordres. 
D^ailleurs on a en tout point de S^ : 

dG ^ 

dn 

puisque Ton a : 

G<G, 

en tout point compris entre S et S,,. 

Reprenons maintenant la formule démontrée au N^ 68 : 

(1) /(u-^-V i^)do,=4«S(mV-m'U). 

Remplaçons dans cette formule la fonction V par la fonction de 

Green G, laquelle est la somme d'une fonction harmonique H et 

1 
du potentiel — dû à la masse m'=l située au pôle M'. Rempla- 
çons en outre U par 1 ; nous devrons faire m=0 et la formule 
considérée deviendra 



M / 



dG 
dn 



db>= — 4it. 
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ri g. ,TJi. 



: Cette intégrale a un sens sî on Tétend ù la surface Sj, puisque 

— = — est bien défini sur cette surface, 
dn 

74. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer rigou- 
reusement le théorème du N® 72 dont 
nous n'avions donné qu'une démonstra- 
tion imparfaite. 

Considérons toujours un domaine T 
limité par une surface S et prenons 
dans T deux points M' et M'' (fig. 52}. 
Appelons G' la fonction de Green re- 
lative au domaine T quand on prend M' 
pour pôle et G" la fonction de Green 
relative au même domaine quand le pôle est le point M". Dési- 
gnons en général par les notations : 

G' (M) et G' (M; 

les valeurs de ces fonctions en un point quelconque M de T. 
Nous voulons démontrer l'égalité : 

G'(M'')=G''(M'). 

Pour y parvenir, donnons-nous un nombre z' très petit et con- 
sidérons la surface : 

Appelons-la S' ; elle est très voisine de S et, si t' est assez petit, 
elle contient à son intérieur les points M' et M". 
Considérons alors l'intégrale : 



J^-'i \ du dn / 



b) 



étendue à la surface S' ; elle est bien déterminée en vertu des 
remarques faites dans le paragraphe précédent ; de plus la for- 
mule (1) dans laquelle on fait : 

U=G' 
V == G" 
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et par conséquent : 

m = l 

m' ^ 1, 

nous permet d'écrire : 

(3) J^-47:[G" (M') —G' (M")1. 

Montrons que J est nul. 

Cette intégrale est la différence de deux autres : 

dG' ^ 
• dw 



/«■^ 



J a\\ 

La première peut s'écrire 

dG' , 



J dn 



iCi) 



puisque la fonction G' est constante sur S' et égale à s'. Si Ton 
tient compte en outre de la relation (2), cette expression devient : 

— 47î£'. 

La première intégrale tend donc vers zéro avec s'. 
Voyons maintenant la seconde. 

dG' 
Dans cette intégrale, — j — est constamment négatif comme 

nous Tavons montré ; appelons alors t^' la limite supérieure de 

G'' sur S', on a : 

I /• AfV 

<47I£". 



/ 



dn 



Or s'' tend vers zéro en même temps que e', car la surface S' 
tend alors vers la surface S. Donc l'intégrale considérée tend vers 
zéro. 

Ainsi J tend vers zéro en même temps que s' et par suite l'expres- 
sion 

4^[G'(M'') — G''(M')] 

qui lui est égale y tend aussi. 
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Mais cette expression a une valeur fixe, elle est donc néces- 
sairement nulle et Ton a bien 

G'(M") = G"(M'). 
Le théorème annoncé est démontré. 

75. Problème de Green. — Problème de Dirichlet transformé. — 
Comparaison avec le problème de Dirichlet ordinaire* — Équiva- 
lence de ces trois problèmes. — L^énoncé du problème de Diri- 
chlet ordinaire a été donné plus haut (64). Voici l'énoncé du pro- 
blème de Green. 

Plaçons-nous dans Tespace h trois dimensions. 

Soit un volume T limité par une surface fermée S : calculer la 
fonction de Green relative à ce volume et à un quelconque de 
ses points. 

Ainsi énoncé, le problème de Green peut être appelé pro- 
blème intérieur de Green ; mais, comme pour le problème de 
Dirichlet, on peut énoncer un problème extérieur de Green. 

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des 
problèmes intérieurs; les mêmes considérations s'appliqueront 
aux problèmes extérieurs. 

On peut montrer facilement l'équivalence du problème de 
Green et du problème de Dirichlet. 

Soit U la fonction qui doit satisfaire à Téquation de Laplace 
dans T et dont il s'agit de déterminer les valeurs dans T par ses 
valeurs sur S. Sa valeur U' en un point M' de T est donnée par la 
formule suivante 

L'intégrale double du second membre est étendue à la surface S ; 
G est la fonction de Green relative au point M' et à T. Cette for- 
mule se déduit de l'intégrale (6) du paragraphe 69 en rem- 

1 . 1 

pinçant le potentiel — par la somme G du potentiel — et de la 

fonction harmonique H. 

Si nous remarquons que G s'annule sur S, la formule ci-dessus 
se réduit à : 



47:U 



^=_ru4^da,. 

J dn 
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OU bien 



u'=_-^ru-^dco. 

47c J an 



Si donc on sait résoudre le problème de Green, on saura calculer 
la valeur U' de U en chaque point M' de T, c'est-à-dire résoudre 
le problème de Dirichlet. 

Inversement, si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet, on 
sait calculer la fonction H et par suite la fonction de Green G 
pour chaque point M' de T. 

Les deux problèmes de Green et de Dirichlet ordinaire sont 
donc équivalents. 

76. Voici maintenant en quoi consiste le problème de Dirichlet 
transformé : 

Trouver une fonction Y satisfaisant aux conditions suivantes : 
1® Que V soit continue ainsi que ses dérivées premières dans T ; 
2® Que ses dérivées secondes soient finies ; 
3*^ Qu'à l'intérieur de T on ait, en chaque point : 

AV=— 4ir[jL, 

|ji étant une fonction finie et intégrable donnée ; 
4^ Que sur la surface S on ait 

V = 0. 

Posons 

dx' 



u=/,.^ 



u satisfait aux conditions (1), (2), (3), mais non a la quatrième. 
Appelons U, les valeurs de U sur S ; si l'on sait résoudre le pro- 
blème de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonctionW satis- 
faisant aux conditions (1), (2) et aux deux suivantes 

A\V=0 dans T 

\V= — Us sur S. 

La fonction 

Y = U-h\V 

satisfait aux 4 conditions proposées. Ainsi donc, sil'on sait résoudre 
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le problème de Dirichlet ordinaire, on sait aussi résoudre le 
problème de Dirichlet transformé. 

Inversement, supposons que nous sachions résoudre ce dernier 
problème, proposons-nous de résoudre le problème de Dirichlet 
ordinaire, c'est-à-dire déterminons une fonction U telle que Ton 
'lit * 

AU = dansT 

U = » sur S, 

^ étant une fonction donnée. 

Pour y parvenir, formons une fonction \V continue dans T 
ainsi que ses dérivées premières et secondes et se réduisant à « 
sur la surface : cela est possible d'une infinité de manières. L'une 
de ces fonctions W étant choisie, la fonction A\V est connue 
dans T. Pour achever le problème, il suffit de résoudre le pro- 
blème de Dirichlet transformé en prenant pour \k la fonction 
AW. On obtient ainsi une deuxième fonction V. 

Considérons alors la fonction 

Elle satisfait aux conditions proposées et résout le problème 
de Dirichlet ordinaire. 

77. Montrons enfin l'équivalence du problème de Green et du 
problème de Dirichlet transformé. 

Supposons que nous sachions résoudre le problème de Green. 
Considérons alors l'intégrale : 



V=jG(x,y,z,x',y',z')|*'dT' 



G étant la fonction de Green et l'intégrale étant étendue au 
volume T. 

La fonction V ainsi obtenue est la solution du problème de 
Dirichlet transformé. 

En effet, écrivons : 

G = II-+ 



1_ 

r ' 



la fonction V prendra la forme : 

u'dT' 



^=/-^+/"^*- 
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Appelons V, la première intégrale et V, la seconde ; faisons voir 
maintenant que la somme V, + V, satisfait aux quatre conditions 
du problème de Dirîchlet transformé. 

1® Vj est un potentiel de volume; \\ satisfait donc aux con- 
ditions de continuité. II est une fonction harmonique; on peut, 
dans V,, différentier sous le signe | et Ton voit ainsi que V, 
satisfait comme Vj aux conditions de continuité. Donc V, qui 
est la somme de ces deux fonctions, v satisfait aussi. 

2^ On a : 

AV=A\\4-A\„ 

de plus : 



AV,=-4:r| 



et 



AV, = car AV, = rAIIii.'dT' ; 



donc, en somme : 

A V == 4 TTJX. 

3® Soient M un point intérieur à T, M^ (fig. 53), un point 
de S, V la valeur de la fonction étudiée en M ; je dis que, si M 




Fig. 51. 

tend vers M^, V tend vers zéro. Pour le démontrer, décrivons 
une sphère S, tangente extérieurement a S en M,; cela est géné- 
ralement possible. Distinguons alors plusieurs cas : 

Premier cas : |x > 0. 

Dans ce cas, V qui est égal à | Gjx'dT' est positif puisque 
G et \l' le sont. 



i 
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m 

Appelons G la fonction de Green relative à Textérleur de la 
sphère et au point M' ; on sait que : 

G,>G. 

Désignons par a le rayon de la sphère, par O son centre et 
par p la distance OM'; appelons M'^ le conjugué harmonique 
de M' par rapport à la sphère ; on a : 



2 



Enfin posons 



On a : 



OM' OM'i = a 



r = MM' 
r, =MMV 



V<jG,[x'dT'. 



Mais nous connaissons l'expression de la fonction de Green 
relative à l'extérieur d'une sphère ; c'est 



c,=±- 



r pr, 



On a donc : 



J T J prj 



Quand le point M' décrit l'élément dx' dans T, M'j décrit un 
élément d'r'j dans S, et au volume T correspond un volume 
transformé T'^ situé à l'intérieur de Sj. Les deux éléments d-r' et 
dx', sont reliés par la formule connue de la théorie de l'inver- 
sion : 

dT^ _ Ô3P' p^ __ p* 

L'inégalité ci-dessus devient alors : 



.6 



/rùL 



la première intégrale est étendue au volume T, c'est un potentiel 
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newtonien dû k des masses dont la densité variable est [j/; la 
deuxième intégrale est étendue au volume T'j et représente un poten- 

tîel newtonien dû h des masses dont la densité est -^—P . Ce sont 

a* 

donc deux fonctions continues ainsi que leur différence. Or cette 
différence est nulle sur Sj et en particulier au point M^, donc 
cette différence tend vers zéro quand M tend vers M^. La fonc- 
tion V, qui est comprise entre zéro et une quantité qui tend vers 
zéro, tend donc vers zéro. 

Deuxième cas : |x<0. 

Alors y est négatif et Ton démontre de la même manière 
que : 

V, compris entre O et une quantité qui tend vers zéro, tend 
vers zéro quand M tend vers M^. 

Troisième cas : jx quelconque. 
On peut poser : 

pi'j étant égal à [x quand [x est > et nul partout ailleurs, jjl'^ au 
contraire étant égal à [x quand [x est < et nul partout ailleurs ; 
V-\ et tx', sont continues comme [x. On donne ainsi naissance à 
deux fonctions \\ et V, correspondant h [x', et ^k\; elles ren- 
trent dans les deux cas précédents et tendent vers zéro quand M 
tend vers M^. Il en est donc de même de V = \\ + V', qui 
correspond à |x. 

Ainsi, en général, quel que soit le signe de |x, V tend vers 
zéro quand M tend M^. 

La fonction V satisfait aux quatre conditions du problème de 
Dirichlet transformé : c'est la solution cherchée. 

En résumé les trois problèmes : de Dirichlet ordinaire, de 
Dirichlet transformé, de Green sont équivalents. 

78. Cas du potentiel logarithmique. — Ces résultats s*étendent 
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au cas de deux variables et au potentiel logarithmique dans le 
plan. 

Il y a cependant une différence : dans le cas du potentiel 
newtonien on ne sait résoudre le problème de Dirichlet que 
quand on sait former toutes les fonctions de Green relatives h 
tous les points du domaine. Dans le cas du potentiel logarithmique, 
le calcul de la fonction de Green pour un point du domaine suffît : 
le calcul pour les autres points s'en déduit. 



CHAPITRE V 

RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICHLET 
DANS LES CAS DU CERCLE ET DE LA SPHÈRE, 

THÉORÈME DE HARNACK 



79. Fonction de Oreen pour le cas du cercle. — Il est facile 
de former la fonction de (ireen relative h un cercle C de centre 
et de rayon a (Kg. 54) et à un point M' Intérieur h ce cercle. 




Fijç. 54. 

Traçons OM' qui rencontre le cercle en A et B et prenons 
sur cette droite le point M" conjugué harmoni([ue de M' par rap- 
port a A et B. Soient d'autre part M un point quelconque situé 
SI Tintérieur de C et M, un point quelconque situé sur le contour 
de C. Posons : 

0M'=:?, o>r-- 



a 



P 
M>r = r, MM'' =^ r' 

M,M'=r,, M,M'':^r' 
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On a la relation : 

r', a 

quel que soit le point Mj. 



On a d'autre part : 



et : 



iog^-iog-7-=i«gT 



r . , a 



log— ^ = log 



Posons alors 



r 



^ = _log-^^_log-l 



On a bien : 



A1I = 



et de plus H prend bien sur C les mêmes valeurs que log — . D'où : 

G = log log — 

et G est la fonction de Green cherchée. 

On peut suivre une marche analogue pour former la fpnction 
de Green relative à un domaine constitué par la partie du plan 
qui est extérieure au cercle C. 

Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d'un cercle, 
on sait par la même, comme nous l'avons vu, résoudre le problème 
de Dirichlet pour le cas du cercle. 11 y a bien encore, il est vrai, 
quelques difficultés. Mais elles seront levées plus loin k propos 
de la sphère. 11 est inutile d'insister sur le cas du cercle, la 
méthode à suivre étant la même que pour la sphère. 

80. On peut suivre une méthode plus directe pour résoudre le 
problème de Dirichlet dans le cas du cercle. 

Plaçons l'origine des coordonnées au centre du cercle donné C. 
Soit M' un point intérieur à C. Appelons x, y les coordonnées 
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rectilîgnes rectangulaires de ce point et p, co ses coordonnées 
polaires. On a : 

X = p cos co 

y = p sin ci>. 

Cela posé, on veut trouver une fonction continue Y possédant 
des dérivées partielles des deux premiers ordres elles-mêmes 
continues et vérifiant les conditions suivantes : 

AV = à l'intérieur de C, 

V = tp (<i>) sur le contour de C, 

cp (<i>) étant une fonction donnée. Si cette fonction satisfait à la 
condition de Dirichlei, on peut la développer en série de Fourier : 

cp (co)= AçH-\ A,cosn<i>+\ B. sinnco. 

1 1 

Posons alors : 

a» a» 

V = Ajj + \ A„p'cos nw-l- \ B.p'sinnto. 



Je dis que Y est la solution cherchée. 

Remarquons que nous avons supposé implicitement le rayon du 
cercle C égal à Tunité. S'il était égal à R, il faudrait écrire : 



V=A,+2A.(^)-cosn.+2B.(-^)-si 



sinno) 



Mais rien ne serait changé pour cela aux raispnnements qui 
vont suivre. 

Etudions la fonction Y. Plaçons-nous d'abord en un point situé 
a l'intérieur du cercle C. En un tel point, on a : 

p<l. 

Prenons p^, tel que : 

p<Po<i- 

Cela est possible. D'autre part il est facile d'assigner une limite 
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supérieure N aux modules des coefficients de la série s (a>). Dans 
ces conditions^ on a évidemment : 

I A.p" cos nco I < Np,- 
|B„p-sînmo|<Xp," 
|Ao|<N. 

Les termes de la série V sont donc inférieurs en valeur absolue 
aux termes correspondants de la série : 

1 

qui est convergente et a termes tous positifs. Donc, dans tout 
domaine intérieur au cercle C, la série V est absolument et uni- 
formément convergente et sa somme V est une fonction continue. 
On démontre de la même façon que V possède des dérivées par- 
tielles de tous les ordres elles-mêmes continues. 

11 résulte des remarques précédentes que, pour montrer que 
Ton a : 

en tout point intérieur à C, il suffît de montrer que chaque ternie 
de la série V satisfait à cette relation. Or ou a : 

(x + îy}° --= p" (cos nw + i sin nw; 

Mais (x -f- i y)" est une fonction analytique holomorphc de 

X + i y. D'où : 

A (p" cos nto) := 

A (p" sinnw) =0. 

On peut d'ailleurs le vérifier directement. Kn effet, changeons 
de variables et écrivons l'identité : 

(Vv 1 ^\ 1 on' 

Oo* p Op p 0(0 



Tout revient à voir que Ton a : 

^^o" 1 Op» n^o" 



Op* p Op p* 
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c'est-à-dire : 

n (n — l)+n— n*=0 

ce qui est évident. 

Enfin, en vertu d'un théorème d'Abel relatif aux séries entières, 
il est clair que V tend vers © (w) lorsque p tend vers 1. Donc V 
est bien la fonction cherchée. 

Remarquons que l'on vérifie aisément les relations : 



A 

P 

Si donc on pose : 



/ cos nci> \ 
\ p" / 



'•=*.+E 



A, cos nw -|- B„ sin nw 



p" 



cm obtient la solution du problème de Dirichlet pour le cas où le 
domaine envisagé est constitué par la partie du plan extérieure 
au cercle C. 

81. Représentation conforme. — Soit une variable complexe : 

z = x-f-iy. 

Considérons une fonction analytique holomorphe de la 

variable z : 

f(z)=X + iY. 



On a : 



dX dY 



ùx Oy 

dX OY 



D'où : 



dy Ox 

AX==0, AY=0. 



De plus, X et \ sont continues et possèdent des dérivées par- 
tielles de tous les ordres elles-mêmes continues. Ce sont donc 
certainement des fonctions harmoniques. 

Réciproquement, soit X une fonction uniforme de x et y, har- 

Pox.NCARÉ. Potent. Ncwt. la 



178 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOSIEIS 

monique dans un certain domaine D. Je dîs que c'est la partie 
réelle d'une fonction de variable complexe régulière dans le 
domaine envisagé. Posons en effet : 

\j étant un chemin d'intégration qui ne sort pas du domaine D. 

L'expression : 

dX , OX j 

-r — dv T — dx • 

Ox " oy 

est une différentielle exacte puisque l'on a par hypothèse : 

AX = 0. 

Donc l'intégrale curviligne considérée est indépendante du 
choix que l'on fait pour L. De plus, on a bien : 

JL — _ ^ 
ùx Oy 

ÔY i^X 

Ov Dx 

Donc X + î Y est une fonction analytique de x -j- iy. D'ailleurs 
il est évident que cette fonction n'a aucun point singulier dans 
le domaine D. Je dis qu'elle est uniforme. En effet on a : 

df=dX+idY. 
Mais : 

rdX==0, /'dY = 0, 
si C est un contour fermé situé tout entier dans 1). D'où : 

/ df = 

dans les mêmes conditions. 

82. — Soient deux aires a et A limitées respectivement par les 
contours c et i\. Supposons qu'il existe une correspondance 
univoque et réciproque entre les points de a et ceux de A, de 
telle sorte qu'à tout point m de a corresponde un point M de A 
et un seul, et réciproquement. On dit alors que l'on a effectué 
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la représentation uniforme des deux aires a et A l'une par Tautre. 
Appelons x, y les coordonnées de m et X, Y celles de M; 
X, Y sont des fonctions uniformes de x, y et réciproquement. 

l'^invisageons deux courbes tracées dans a et se coupant en m : 
il leur correspond deux courbes tracées dans A et se coupant 
en M, si, comme nous le supposons, la correspondance établie 
entre a et A est telle qu'à deux points infiniment voisins pris 
dans a correspondent deux points infiniment voisins dans A et 
réciproquement. 

Si Tangle des deux courbes de A en M est égal à l'angle des 
deux courbes de a en m, c'est-à-dire si les angles sont conservés 
par la transformation, on dit que la représentation est conforme. 
11 y a d'ailleurs deux sortes de représentations conformes : les 
directes et les ini^erses, suivant que les angles correspondants 
sont ou non de même sens. Je ne m'occuperai que des repré- 
sentations conformes directes. Dans ce cas, X-}-i Y doit être une 
fonction analytique de x-j-iy. D'où : , 

i>X OY 

Ox Oy 

OX OV 



Oy ùx 

Os conditions sont nécessaires et suffisantes. 

11 est clair que, si Ton sait faire la représentation conforme 
d'une aire a sur une aire [3 et celle de ^ sur une troisième aire y, 
on saura aussi faire la représentation conforme de a sur y. 

83. — Supposons maintenant que l'on sache faire la repré- 
sentation conforme de a sur A. Admettons en outre que le pro- 
blème de Dirichlet ait été résolu pour le domaine a limité par c. 
Alors on pourra le résoudre pour le domaine A limité par C. 

Kn effet notre hypothèse est que Ton sait construire une 
fonction v régulière dans a vérifiant les relations suivantes : 

(Vv iVv 

H — — -:j- -=r U..,.. dansa 



Ox* ' Ov 

V =^ '^ S) sur c 



tp (s) étant une fonction donnée de l'arc s de c. 
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Cela posé, nous voulons trouver une fonction V régulière 
dans A et vérifiant les relations suivantes : 

T7- + -^^ = 0.... dans A 



dX* • ÔY 

V = 4)(S) surC 

$(S) étant une fonction donnée de l'arc S de C. 

En vertu d'une remarque faîte au paragraphe 81, v est la 
partie réelle d'une fonction analytique holomorphe de x + iy : 

v+iw=f(x + iy) 

mais on a : 

X + iY = F(x + iy) 

D'où : 

v + iw=f, (X + iY) 

On peut alors poser : 

V = v(X,Y). 

La fonction V est harmonique dans A et prend sur C la même 
succession de valeurs que v sur c. 

On sait résoudre le problème deDirichlet pour un cercle. Donc 
ou peut le résoudre pour toutes les aires qui sont conformément 
représentables sur un cercle. 

84. Considérons encore une aire T. Si l'on connaît la fonction 
de Green relative au domaine T et à un point particulier M' de ce 
domaine, je dis que Ton pourra trouver toutes les fonctions de 
Green relatives au même domaine. En effet on a : 



^0 



G = iog-^ + n, 

la fonction H étant définie par les égalités suivantes : 

An=0 dansT 

Il = — log — ^ sur le contour de T . 

La fonction G est uniforme. De plus c'est la partie réelle d'une 
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fonction analytique de x + i y. Appelons G' la fonction qui lui 
est associée et posons : 

G + iG' = f(x+iy). 

La fonction G' est-elle uniforme ? Nous ne pouvons pas Taffir- 
mer, à cause de Texistence du point singulier situé en M'. Mais, 
pour voir ce qu'il en est, il nous suffit de tracer les courbes : 

G = c^ 

Nous savons qu'elles s'enveloppent mutuellement (§ 73) et 
qu'elles contiennent toutes le point M' à leur intérieur. Cela posé, 

désignons par -=— et -j— les dérivées prises respectivement sui- 
vant la tangente et la normale a l'une de ces courbes. On a : 

dG' dG 



ds dn 

dG' dG 



dn .ds 

D'où : 

dG' , r dG 



/aG.=/-a,=/-5^a. 



le contour d'intégration étant l'une des courbes : 

G=G^ 

Or, nous avons vu que : 

/— î — ds = — 2 7:. 
dn 

Donc : 

JdG' = — 27: 

et la fonction G' n'est pas uniforme, puisqu'elle augmente de 
— 27: quand on fait décrire au point x, y un contour fermé 
entourant le point M'. Toutefois, si la fonction G' n'est pas uni- 
forme, il n'en est pas de même de la fonction : 

e'«'. 
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Donc on peut poser : 

e«^»G' = f,(x + iy)=X + iY, 

fj étant une fonction analytique uniforme de x -j- i y. 
Maintenant, considérons le cercle :" 

X^ + Y*^!. 

Je dis que nous pouvons faire la représentation conforme de 
Taire T sur ce cercle. On a : 

4/X^+V"=e^. 

Donc les courbes : 

G = O' 

se transforment en les cercles concentriques : 

X* + Y^ = C»*. 

D'ailleurs la courbe : 

G=0' 

qui n'est autre que le contour de Taire T devient le cercle : 

X* + Y*=:l. 

La représentation est ainsi réalisée. Kn conséquence, on peut 
résoudre le problème de Dirichlet pour Taire T et par suite trou- 
ver toutes les fonctions de Green relatives à ce domaine. La pro- 
position annoncée est donc établie. 

Ce théorème n'est plus vrai dans le cas de l'espace. 

85. Résolution du problème de Dirichlet pour le cas de la sphère. 
— Nous avons déjà formé (Jj 72) la fonction de Green relative h 
une sphère et à un point M' situé à l'intérieur de celle-ci. Si Ton 
appelle (fig. 55) : 

a le rayon de la sphère, 

p la distance OM', 

r la distance MM' 

r' la distance MM'', 

on a : 

ç^ ^J a_ 

r pr' 
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En tout point de la surface de la sphère, la relation : 

r' a 

est vérifiée, puisque les points M' et M'' sont conjugués harmo- 
niques par rapport à la sphère. 
Posons : ^^.^.^ 

6 = M,OM' 



Alors : 



A = NM,>F. 



dG 



au cos rf 



dn 



,s 



+ 



a cos ^ 



or 



n 



dG 



En effet ^-* est la projection sur le rayon M, des attrac- 




Fig. 55. 

tions dues a deux masses, l'une + 1 située en M', Tautre 

située en M". On peut d'ailleurs facilement vérifier la formule pré- 
cédente par un calcul direct. Transformons l'expression de -r— : 

dG 



dn 



r cos 3 a r' cos ^ 

7^ 



.'3 



i86 
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On a : 



OU 
dp 



OU , dU . OU 



Ox 



ôy 



Oz 



Kn effet : 



?=v/x* + v' + 



Laissons alors 6 et ^ constants, mais donnons à p un accroissement 
infiniment petit dp. Nous passons ainsi du point dont les coor- 
données sont p, 8, ç au point dont les coordonnées sont p -|- dp, 
9, cp. On a : 



OU j OU , 

-^r— dp = -^-— dx 
Op * Ox 



OU 



Ov 



Idy 



OU 
Oz 



dz. 



en appelant x, y, z et x + dx, y + dy, z + dz les coordonnées 
cartésiennes des points M et M' (fig. 56) dont les coordonnées 




Fig. 56. 



polaires sont p, 6, (p, et p + dp, 6, îp. Remarquons que dx, dy, dz 
sont les projections orthogonales de dp sur les trois axes de coor- 
données. D'où : 



dy 



dz 



d? 



X 



V 



z 



Nous pouvons remplacer : 

dx, dy, dz, dp 
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par des quantités proportionnelles. On conclut de la : 

dU dU OU dU 



P -T — = X -T H V -T H z 



dp dx ' dv i^z 



C'est ce que nous voulions établir. 
On a : 






p-^ — = ? 1 |A :^ d(./. 



D'autre part, on peut écrire : 

r* = a' H- p* — 2 ap cos H 
en posant (fig. 55} : 





H = 


= MOM' 


On tire de là : 








rdr pi 


dp — a cos Ôdp 


c'est-îi-dire : 








dr 


p — a cos H 




d? 


r 


Par suite : 








^il) 


1 dr 




dp 


r' i\o 


• 


44) 


a cos 6 — p 




i>5 


r' 



Donc : 



„ DU /• , 2apco8e — 2p» . , r . a' — p' — r' . , 



Or : 



et: 



U=r-^dw' 

r # a* — s' , , 
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D'où : 

Cette relation va jouer un rôle essentiel dans nos raisonnements. 

La fonction U est un potentiel newtonien dû à une surface atti- 
rante. Donc U a des dérivées partielles de tous les ordres qui 
sont finies et continues, en tout point situé à l'intérieur de la 
sphère. De plus on a : 

AV = 

JTT 

dans le même domaine. Maintenant il est clair que p -j — est aussi 

une fonction continue et possède des dérivées à Tinfini. En outre, 
on a : 



(^f)=«- 



En effet, de la formule : 





dU 


on déduit : 





dU , dU iW 

d\ " dy dz 



et, comme on a : 

AU = 0, 

ce qui entraine : 
on peut écrire : 



(^f)="- 



La relation : 

AV = 

est ainsi vérifiée. 

En un mot, il résulte des remarques précédentes que V est 
une fonction harmonique dans la sphère. 
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Il nous reste à constater que V (x, y, z) tend vers V (x', y', z') 
quand le point M (x, y, z) tend par un chemin quelconque vers le 
point M' (x', y', z') de la surface de la sphère. 




ïig. :>;. 

* 

Rappelons d'abord un résultat établi dans la théorie des sur- 
faces attirantes. Soient (fig. 57) : 

S une surface attirante. 

My un point fixe de S. 

M un point de l'espace . 

X, y, z les coordonnées de M. 

MMj, la droite qui joint M à Mq. 

W im point de S. 

x', v', z' les coordonnées de M'. 

|jl' une fonction de x', y', z'. 

[JL„ la valeur de \k' en My 

Supposons que le point M tende vers le point My en suivant la 
droite fixe MM^. Prenons la normale à S en M^ pour axe des z et 
le plan tangent a S en M^ pour plan des x, y, les axes de coor- 
données étant d'ailleurs rectangulaires. Considérons maintenant 

l'intégrale : 

r zjjL'dto' 

"' ^ j r' ' 
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V étant la distance MM'. SI les axes sont quelconques^ on a : 



J 



-i 



^ XMu'dw' 



N étant la projection de M sur la normale en M,,, projection 
faite parallèlement au plan tangent en M^. Le champ d'intégration 
est toujours la surface S dont dw' est un élément. Cela posé, on 
sait que : 

lim,«oJ =27î;jl^. 



Appliquons cela. 



M<» 




On a (fi g. 58) : 



M\ J r' 



Si M tend vers M,,, N v tend aussi. Dans ce cas, on a 



lim 



a* 



5» 



M„N 



= lim ^a + p) — = 2 a, 



car : 



M,X 



a — ON^^a — 



p cos a, 



a étant Tangle MON, ce qui prouve que : 



lim MyN = lim [i\ — p) 



\' 



I / 
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D'autre part, en vertu du lemrae rappelé plus haut, on a : 

I^' \LNdio' 



D'où : 



hm / 2_ — Z ..[Xq. 



lira V = 47:ajjL^, 



ce qui donne bien : 

lira V = V. 

En définitive, il est prouvé que la fonction V résout le problème 
de Dirîchlet dans le cas de la sphère. 

87. Reprenons la formule : 



V = U+2? 



(>p 



On sait que U est le potentiel dû à une certaine couche de 
matière attirante répandue sur la surface de la sphère. Aucune 
des masses qui engendrent U n'est située ii l'intérieur de la sphère. 
Donc (Ji 23), dans ce domaine, U est développable en série de 
polynômes sphériques : 

U = n„+ n, + n, + + n.. + ... 

On peut écrire : 

n„=?"X„, 

Xn étant une fonction sphérique. D'où 

Les quantités Xj ne dépendent que de 6 et cp. D'où : 
;,iH. = pX, + 2p*X.H-... + n?»X„+... 

Ces deux séries sont convergontes pour : 

? <a. 

On déduit de là qu'à l'intérieur de la splière Y est développable 
en série de polynômes sphériques : 

V=I (2n + 1) ?"X„ = S (2n+ 1) n„. 



ig-i THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

Ce développement est valable pour tout domaine contenu dans 
\a sphère. 

On ne peut pas, en général, modifier Tordre des termes dans 
les séries précédentes et ordonner par rapport a x, y, z. Cepen- 
dant cette opération est possible (Jj 24) si : 

p < > a, 

)» étant une constante suffisamment petite. Donc V est une fonc- 
tion holomorphe dans le voisinage du centre. Il en est de même 
d'ailleurs en tout autre point de la sphère, comme on le verrait 
en ordonnant les développements par rapport à x — x^, y — y^, 
z — Zq, si Ton appelle x^ y^ z^ les coordonnées du point considéré. 




Fig. 59. 

Tirons de là une importante conséquence. Soit un domaine T 
dans lequel une fonction V est harmonique. Prenons un point M 
quelconque à l'intérieur de ce domaine et entourons ce point 
(fig. 59) d'une sphère S assujettie seulement a ne pas sortir de T. 
La fonction V est harmonique dans S. Donc on peut trouver une 
nouvelle sphère S ayant pour centre le point M, contenue dans S et 
assez petite pour que V soit développable dans S en série entière 
procédant suivant les puissances de x — Xy, y — y^, z — z^ (si Ton 
appelle x^, y^, z^ les coordonnées de M). Donc la fonction V est 
holomorphe en tout point de T, 

88. Méthode de Thomson. — Envisageons une transformation 
ponctuelle de l'espace par rayons vecteurs réciproques. Plaçons 
(fig. 60) l'origine des coordonnées au pôle d'inversion O et sup- 
posons que la sphère directrice ait un rayon égal à l'unité de 
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longueur. Si M et M, sont deux points correspondants , on sait 
ijuMls sont en ligne droite avec Torigine et que Ton a : 



OM.OM,= 1. 

Voyons les applications de cette méthode de transformation 
SI l'étude du potentiel. 

l*. . . Cas d'un seul point attirant. — Soient (lig. 61) M' un 




an 



Fig. Co. 




point attirant et M un point attiré. Au point M' correspond le 
point M'j et au point M le point Mj. Posons : 



On a : 



et : 



OM = 0, OM' = p', OM, = p,, OM', = 
M>F = r, M;>Fj = rj. 



00 = o'o' = 1 



?'. 



?i 



?'. 



r 



à cause de la similitude évidente des triangles OMM' et OM^M',. 

Supposons que le point M' porte une masse m' et le point M'^ 

une masse m'^. Quant aux points M et M^ leurs masses sont par 

hypothèse égales à +1. Alors, si nous oppelon3 Y le potentiel 

POiNCARÉ. Potent. Ncwt. i3 
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dû à l'action de M' sur M et Vj le potentiel dû à raction de M', 
sur Mp nous avons : 

r ' r, 



D où : 



Or: 



Par suite 



II— iîÎJ-_L 
r "~ m' V, 



>•. _ Pi 
7-7- 



m', V _ p, 



m' V. p' 

Choisissons m', de telle façon que : 



«^'1 __ 1 _ ./ 



m' ~ p' ~ » *• 

Puisque m' est donné, on voit que m\ peut être déterminé. De 

m' 
plus, le rapport — } est indépendant de p. On a alors : 

Y — ?ii Y — Q — P 
^1 ' ri 

c'est-à-dire : 

Y — V V = V 

2**. . . Cas de plusieurs points formant un ensemble discret. — 
Soient M un point attiré portant l'unité de masse et : 

M, M, M, Mp 

un système de p points attirants portant respectivement les 

masses : 

m^ m^ mi m^. 

Le potentiel produit en M est : 

p 



^._y m, 



1 



en désignant par r,, la distance MM|. 
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Appelons M' le point qui correspond à M dans Tinversion et : 

M\M', M', M' 



ceux qui 


correspondent à : 






' * JL 1 *i JL (••••• l 'l ■■•■■> ivX n • 


Posons 


en 


général : 

OM — p, OM, — p, 

OM— p', OM',.— p', 
MM, — r„ MM', — r',. 


On a : 




P?' — ?.?'.— 1 


et : 




P' P'. r'. 
P> P ""i 



pour toutes les valeurs de Tindice I depuis 1 jusqu'à p. Atta- 
chons maintenant à chaque point M'i la masse m'i déterminée 
par la relation : 

m' 



1 



nii Pi 



./ 
r 



5i- 



D'autre part, considérons le potentiel V produit en M' par 
Tattraction des points M'i : 

1 

On a : 



r'. 
m', m, 


— r, 

Pi 


P 
pi 


1 

P' 


m, 


>•'. p. 


r.?' 


r. 



D'où : 

p'V = V. 

Comme on a : 

PP' = 1> 
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on en déduit : 

V=pV, 

3^ . , Cas d'un volume attirant. — Considérons un volume atti- 
rant T où la densité de la matière est |jl en chaque élément de 
volume dx dont le centre de gravité est le point M. Soit P un 
point attiré portant Tunité de masse. Appelons r la distance MP. 
Le potentiel produit en P est : 

t/(T) r 



Transformons par inversion. Le volume T devient un volume T' 
où la densité de la matière est [jl' en chaque élément de volume Ar^ 
dont le centre de gravité est le point M'. Soit P' le point qui 
correspond à P. Appelons i*' la distance M'P'. Le potentiel pro- 
duit en P' par T' est : 

r(T/) r' 



■'=/■ 



Le point M' est supposé, lui aussi, porter Tunité de masse. 
Quant h [/.', on peut le choisir arbitrairement. Posons : 



JA-z' 1 



[i-dx 



FT^''^"' 



en appelant p^ la distance OM et p'^/ la distance OM'. Désignons 
encore par p la distance OP et par p' la distance OP'. On a : 



et : 



D'où 



P?' = ?j«?'m/ = 1 



p' -_■ P M/ _ r' 
Pm p r 



dx' .o'»„, .. 1 



— JLJÎL — 3'»^ _ 



dx ?\ •'-' p 



Prenons donc : 



y _ 1 5 

TT — T^3 ?"• 
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Alors la relation : 

JxdT -77-?-' 

est bien vérifiée. D'où : 

r' r P"' pV ? r 

On en conclut : 

V = ?V, V = ?'\ '. 

4** Crt« d'une surface attirante, — Conservons les mêmes nota- 
tions, en remplaçant seulement les éléments de volume dT et dt 
par les éléments de surface d(o' et du'. On a ici : 



On prend donc : 



et Ton a encore : 



dû)' 


p M/ — 


1 


dtit 


■ P^ 


V-' _ 


1 

P M 


?'« 


a'dw' 


1 


f 


(jidw 


PM 


— ?M 



D où : 



V = pY, V = p'V. 



5** Ca» rf'/me ligne attirante. — Conservons toujours les mêmes 
notations, mais en remplaçant les éléments de surface d(>i et d<*>' 
par les éléments de longueur ds et ds'. On a ici : 



On prend donc : 



et Ton a encore : 



ds' 
ds 


? 


'V = 


1 

" P*- 




= 


1 

P'm' 


— ?M 


.u'ds' 
uds 




1 

pM 


?'m' 



198 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

D'où : 

V = pV, V = p'V'. 

5° Remarque. — Dans tous les cas examinés, on a : 

V'=pV. 

Supposons que P' s'éloigne Si Tinfini, alors P tend vers l'ori- 
gine, p tend vers zéro et V reste fini. Donc V tend vers zéro. 

Supposons maintenant que P s'éloigne à l'infini. Alors pV 
tend vers la valeur A de la masse totale qui engendre le poten- 
tiel V. Il en est donc de même de V quand P' tend vers 
l'origine. 

89. Equivalence des problèmes de Dirichlet intérieur et extérieur. 
— Soit une fonction \^ (fig. 62) harmonique à l'extérieur d'une 



(Sil 




surface fermée S,, s'annulant à l'infini et prenant sur S^ des 
valeurs données. Admettons que les dérivées premières de V, 
restent finies et continues même sur S,. On peut alors construire 
une fonction définie, uniforme et continue à l'intérieur de S,, 
qui prenne sur S, les mêmes valeurs que Vj et qui possède à 
l'intérieur de Vj des dérivées continues des trois premiers ordres. 
Cette nouvelle fonction peut être regardée comme un prolonge- 
ment de la fonction Vj. On a : 

AV, =0... a l'extérieur de S^ 
AV, :^0... il l'intérieur de S,. 

De plus les dérivées de V, sont en général discontinues quand 
on traverse la surface Sj. Dans ces conditions, il est clair que 
V, peut être regardé comme la somme de deux potentiels, l'un 
dû a une couche attirante répandue sur Sj, l'autre dû à des masses 
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distribuées à rintérieur de Sj. Effectuons maintenant la transfor- 
mation de Thomson. Le potentiel Vj devient un potentiel V et. 
en deux points correspondants on a la relation : 

v.=?v. 

Par cette même transformation, la surface Sj devient une nou- 
velle surface fermée S et, si le pôle d'inversion a été pris à l'in- 
térieur de Sp l'espace extérieur à Sj devient l'espace intérieur 
à S. Le potentiel V est dû a des masses extérieures à S ou situées 
sur S. Donc, à l'intérieur de S, on a : 

AV = 0. 

Donc V est harmonique. De plus V prend sur S des valeurs 
qui sont données par la relation : 

V = — V 

On voit par là comment on peut ramener le problème extérieur 
de Dirichlet au problème intérieur, et réciproquement. 
J'indiquerai seulement, pour terminer, que, si la fonction : 

V,>,y,z,) 

est harmonique à l'extérieur de Sp la fonction : 

est harmonique à l'intérieur de S. C'est ce que nous venons de 
voir. On peut le vérifier par un calcul direct, 

90. Cas du potentiel logarithmique. — Soit un potentiel : 



V = S m lor ■" 



r 



P 



du à des masses quelconques. Faisons une inversion comme 
ci-dessus, mais en donnant des masses égales à deux points 
correspondants. On a : 

Vj = Sm log 



»*0 



Pi 
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D'où : 

r p' 

\ , — V = Sni log — = Sm log -^ , 

en reprenant les mêmes notations que pour le cas d'un point atti- 
rant au paragraphe 88. On peut écrire : 

Vj = V + 2mlog-^ — Smlog-^. 

On voit que la différence V, — V ne dépend que de la position 
et de la valeur des masses attirantes données. 

La conclusion est la même, qu'il s'agisse de points discrets, 
de surfaces ou de lignes. 

On verrait, comme pour le potentiel newtonien, qu'on peut 
ramener le problème de Dirichlet intérieur au problème exté- 
rieur, et réciproquement. Seulement, ici, si : 

V(x,y,z,) 
est harmonique, 

V (±- JL -L\ 

l'est aussi. 

91. Propriétés des foactions harmoniques à rinflni. — Considé- 
rons l'espace extérieur à une sphère 2 de rayon 1 (fig. 63). Soient 
M et Mj deux points correspondants dans l'inversion définie par 2 
prise comme sphère directrice. Posons : 

p = OM, p, = OM,. 
On a : 

Si Yj est une fonction harmonique h l'extérieur de S, la méthode 
de Thomson permet de construire une fonction V harmonique a 
l'intérieur de 2. Entre les valeurs de V et de Vj en deux points 
correspondants, on a la relation : 

V = o V 
Remarquons que Y est harmonique même au voisinage de O, 
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pourvu que V, s'annule a rinfini et s'y comporte régulièrement 
comme un potentiel newtonîen. 




Fig. G). 

Cela posé, on peut écrire (S 87). 

V=2(2n4-l)n. = 2(2n4-l)p"X.. 



D'où : 



V. = — =2(2n4-l) ^ 



P. • ■ P."^' 

V. = S(2n4-l)-^ 



Pi 



en posant : 



n . = ?;x.. 



Le développement de V est valable à l'Intérieur de S et celui 
de Vj l'est à l'extérieur. 

92. Remarque. — Considérons (fig. 64) une fonction V har- 
monique en tout point M situé à l'intérieur d'une sphère S, sauf 
peut-être au centre O. 

Posons : 



— C.1^ 

J{^\ 47:0* 



202 
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S étant une sphère de rayon p concentrique à S et tout entière 
intérieure à cette dernière sphère. On voit que J représente la 




Fig. 64. 

valeur moyenne de V sur S. Envisageons maintenant une sphère û 
concentrique aux premières et de rayon 1. Soit : 

d(o 



dT = 



4713' 



Alors da est un élément de la sphère û. D où : 






On en déduit : 

dJ 



J r dV , 1 /• dV , 

— = 1 -- — cIt = -7 — 5- / — i — d(o 

p J{Q) dp 47rp- J(r) dn 

, dJ 1 f dV , 

^ dp 47: */:: dn 

Considérons deux sphères S et S' correspondant a deux valeurs 
différentes de p, p et p'. Entre ces deux sphères, V est harmo- 
nique. D'où : 

J-- — dto = / — i — do). 
2 dn J^' dn 



Par suite : 



' do 



= C" = — C. 
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On en déduit : 

dJ C 



d? 

J = - + A, 

? 

A étant une nouvelle constante. 

Sî V est harmonique même en O, J conserve une valeur finie 
lorsque p tend vers zéro, car si on pose alors : 

|V|<N 

on a évidemment : 

|J|<47rN. 

Donc : 

C = 0. 

La même conclusion subsiste, si, Y n'étant pas harmonique en O, 
on peut cependant réaliser l'inégalité : 

iv|<^. 

Dans ce cas en efTet, dès que p serait assez petit, on aurait : 

|V|<J. 

si C était difierent de zéro. Mais cela est impossible puisque J est 
la valeur moyenne de V. D'où : 

C = 0. 

D'ailleurs la conclusion ne serait plus exacte dans d'autres cas, 
du moins en général. Prenons en efiet par exemple : 



On a ici : 



? 



dco 47îp* 1 



r aco fiTîp 

J 47rp" 4?:^ 



P 



D'où : 



C=l. 



uo4 
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93. Théorème analogue à celui de Laurent. — Soit V une fonc- 
tion harmonique dans l'espace compris entre deux sphères 
concentriques S^, et S^ dont les rayons sont respectivement p^ 
®^ Pi (Po"*^?!)* Cette fonction est susceptible d'un dés^eloppement 
en série analogue à celui qui est connu sous le nom de formule de 




Fi g. 65. 



Laurent pour les fonctions analytiques holomorphes dans une 
couronne circulaire. 

Soient x, y, z les coordonnées d'un point M situé entre les 
sphères S^ et «Sj. Posons (fig. 65) : ^ 



p = OM = V^x^ + y* + z'. 

Nous supposerons, ce qui est permis évidemment, que Y reste 
finie et continue ainsi que ses dérivées sur S^ et S, ; cela revient à 
dire que Y est harmonique dans un espace un peu plus grand que 
celui que nous considérons. Dans ce cas, on peut, d'une infi- 
nité de façons, construire une fonction W jouissant des propriétés 
suivantes : 

1® W est défini à l'intérieur de S^. 

2** Si l'on considère une fonction 6 qui coïncide avec Y 

entre S^, et Sj et avec \V \ l'intérieur de S^, B présente tous les 
caractères de continuité des fonctions harmoniques régulières. 
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Posons maintenant : 



et 



'0 



c/(Si) r 

On a: 

AU = Ae = A\V pour p < p, 

AU = Ae=AV = pour ?,<?< ?j 

AU = pour p > Pj. 

Or on peut écrire : 

V = (e — U) + U pour p„<p<p,. 

A l'intérieur de S,, on a: 

A(e — U) = 0, 
d^où (§ 87) : 

e — U=2(2n4-l)n„ = S(2n4-l)?"X.. 

Ce développement est valable pour : 

Delà posé, U est un potentiel newtonlen engendré par des masses 
situées toutes îi Tintérleur de S,,. Donc, pour: 

Po<?<?i. 

on a (§ 91) : 

II' \' 



On conclut de là : 



Y = 2(2n+l)n.+2-^ 



ou encore : 

X' 



V=2(2n4-l)?"X. + S 

r 



n 

B +T 



Ce développement, dont Tanalogle avec celui de Laurent est 
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manifeste, est valable à Tintérieur du domaine où V est harmo- 
nique, c'est-à-dire pour : 

Po<?<Pi- 

94. Je dis que le développement précédent n'est possible que 
d'une seule manière. Cela peut paraître paradoxal» car le choix 
deW comporte beaucoup d'arbitraire. Néanmoins, voici la preuve 
de ce fait. 

Commençons par démontrer une importante propriété des poly- 
nômes sphériques. Posons : 

Ha = P"X„ 

np = ppXp, 

X„ et Xp étant deux fonctions sphériques. Considérons une 
sphère û de rayon p ayant pour centre l'origine et comparons 
son élément infinitésimal d(i> à celui de la sphère S concentrique 
et de rayon 1. Si l'on appelle p,8, îp les coordonnées polaires 
d'un point, on a : 



dci) = p' sin 0d8d:» = p'do". 



D'autre part, on a : 



/rni-n,:^)du.=o 

*/(Q) \ dn ^ du / 



en vertu de la formule de Green, car : 

An,=0, AIL=0. 



Mais ICI : 



d 



dn dp 



d'où : 



Or: 



i("-^-"-f)-=»- 



dn. „ dn. 
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Remplaçons ; il vient : 

(p-n)p'— 'jr^X.X,d<r=0. 

Donc, si n=^p, on a: 

r X.X,dcr = 0. 



'(S) 

c'est-ti-dire : 



rX„XpSinôd9d? = 0. 



11 est clair que cela n'est plus vrai si n=p. 

Supposons maintenant qu'il y ait deux développements pos- 
sibles pour une fonction V harmonique entre deux sphères con- 
centriques Sç et Sj. Posons : 

\' 



Y.= ?-X.H- 



p— 



Notre hypothèse implique qu'on puisse écrire : 

SY. = 

en retranchant l'un de l'autre ternie à terme les deux développe- 
ments distincts de la même fonction. Or je dis que cette consé- 
quence est absurde. En effet, nous savons que la série SY, est 
uniformément convergente comme étant la différence de séries 
qui le sont. Multiplions alors les deux membres de l'égalité : 

2:y.=o 

par Yp et intégrons sur la sphère S. On a: 



y./:.Y.Y.a,+_rY',d,=o 



en permutant les signes S et | , comme cela est permis a cause 
de l'uniformité de la convergence. Dans l'égalité précédente, le 
signe S ne porte que sur les termes pour lesquels on a : 

n=^p. 
Mais on a: 

'YYdT = 0. 



i^-' 
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D'où : 



On en conclut : 



Ç Y*,dcr=0. 



Yp = 0. 



Cela a Heu pour toutes les valeurs de Tindlce p. Donc, si Ton 
pose : 

V = SY" 
on a : 

Le développement étudié n'est donc possible que d'une seule 
manière. 

95. Remarques. — Considérons une fonction V harmonique à 
l'extérieur d'une sphère 2^ de rayon p^, sauf peut-être à l'infini. On 
peut écrire : 

Ce développement est valable dans l'espace compris entre la 
sphère Iq et une sphère quelconque dont le rayon est plus grand 

Supposons maintenant que l'on puisse réaliser, pour toute 
valeur de p, l'inégalité : 

V I < ■? (?) ?% 



'f (p) tendant vers zéro quand p augmente indéfiniment. Je dis 
que, dans le développement de V, on aura : 

x.=o. 

En eflet, on peut écrire : 

J (S p» J{'L) p» ^{L) p"»-^» 
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Duns cette formule, le signe N porte sur des termes pour les- 
quels on a : 

p=7^n. 

On sait que la fonction X^ est finie. Ecrivons donc : 

|X.|<M. 

D'autre part, on a supposé : 

IVl 



<?(?)• 



D'où : 



I 



vx, 



(S) p" 



d» 



<4iîM'f(p). 



Maintenant, on a : 

r x,x.dT^o, Ç x;x.da=o 

si p :^ n. De là résultent les relations : 

X. 



SX)^"' 



l> " ° 



\ r \ x„ 



^J(S) pP + * p' 



dT=0 



dar = 0. 



On en conclut : 



4 t:M:5 (o) > I r X^dcr H ^-— f X„X'. d^ 

Faisons croître p indéfiniment. Le second terme du second 
membre tend vers zéro et il en est de même du premier membre. 
On a donc à la limite : 



D'où, forcément : 



fx^da-O, 

J(î:) 



ce qui implique : 



X. = 0. 



La proposition énoncée est établie. 

POi?(CARÉ. Potent. Newt. 



ir 
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Voici une application. Supposons que Ton ait : 

1 V I < Kp», 
K étant une certaine constante positive. On peut écrire : 

|V|<-|rp--. 
P 

quel que soit p. Prenons : 

K 



î (p) = 



P' 



On est dans le cas signalé plus haut. D'où : 

pour toute valeur positive de p. Dans ce cas, on a : 

flO ^* 

V = X.4-pX.+ + p-X.+ y-;^ 

4-? 

pour toute valeur de p supérieure à py. La valeur principale de V 
à rinfini est alors : 

X„ + ?X,H- + ?"X,; 

c'est un polynôme. 

Si la fonction V est en outre harmonique et régulière a Tinté- 
rieur de Sy, on a simplement : 

V = X,4-pX.4-p'X,+ 4-p'X. 

et alors V est un polynôme. 

Si enfin V est une fonction harmonique régulière dans tout 
Tespace, sauf à Tinfini, et si Ton a : 

1V|<K, 

on voit que V se réduit à une constante X^. C'est là un théorème 
analogue à celui qui est connu sous le nom de Liouville dans la 
théorie des fonctions analytiques d'une variable imaginaire. 

96. Autres remarques. — Soit une fonction V harmonique 
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à rintérieur d'une sphère Sj sauf au centre O. Entourons ce 
point d'une petite sphère S^. On a : 



v=s?-x„+2: 



X 



/ 

n 



p« 1 ' 



pour p compris entre p, et p^. Mais p^ est quelconque. Donc ce 
développement est valable pour tout le domaine limité par S^. 
Si on a : 

\\\<M 



^n + 1 1 
I 



:p(p) tendant vers zéro en même temps que p> on voit comme 
ci-dessus que X'. est nul. 
Donc si : 

|v|< •" 



^n + 1 



on peut écrire : 






V = Ï?'X. + ^1^ + -^ +. . .+ 



? ?• ?" 



La démonstration est la même que pour la proposition analogue 
du paragraphe précédent. Dans ce cas, le produit p,V reste fini 
à Torigine. 

Si la fonction V est en outre harmonique et régulière a l'exté- 
rieur de Sj et même à l'infini, on a simplement : 

v/ \v v/ 



p r ?" 



Enfin si on a en plus : 



IVK-Ï-, 



V se comporte comme un potentiel à l'infini et alors on a : 



97. Théorème de Hamack. — Soit un domaine T. Considérons 
une suite de fonctions : 

définies dans ce domaine. Nous ferons les hypothèses suivantes : 



a 12 
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i'\.. toutes les fonctions U sont harmoniques dans T. 
2°... toutes les fonctions U sont positives dans T. 
ll'^.,, on peut assigner un nombre positif K, indépendant de n 
et du point x, y, z choisi dans T, tel que : 

U,4-U.+ 4-U.<K. 

Voici une première conséquence. La série : 

U, + U,4- + U. 



est convergente en tout point de T. Sa somme est donc une 
fonction de x, y, z définie dans T. Je dis que cette fonction est 
harmonique. 




Fi g. W*. 

Prenons en effet, dans le domaine T, un point M^ quelconque 
(iig. ()(>). Entourons ce point d'une première sphère S' située 
tout entière dans T, puis d'une seconde sphère S concentrique à 
la première et intérieure à celle-ci. Soit M' un point de S' placé 
au centre de gravité de l'élément dw' de cette sphère. Appelons 
U/ la valeur de Ua en M', Prenons maintenant un point M à Tin- 
térleur de S et appelons U^ la valeur de la fonction envisagée en 
ce point. Posons : 
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aij 



et désignons par a le rayon de S'. Puisque U^ est harmonique 



dans S\ on a 



Posons : 



A.= f U'.dw'. 



On a : 



y A.- ( 



SU'dc./. 



D où : 



»<! 



A„<47ra*K. 



Donc la série : 



Ai4-A,+ + A„ + 



dont les termes sont tous positifs, est convergente. 
Posons : 

i-=e>o. 



4T:ar' 



Il est clair que r ne s'annule jamais, si, comme nous le suppo- 
sons, M reste dans S et M' sur S'. On a : 

r>a — b, 

en appelant b le rayon de S. Donc 8 et ses dérivées successives 
sont des fonctions qui restent toutes finies. Posons : 









|9<B, 






Ox 


<B., 




<Bn 


dz 


<B. 


Ox« 



<B^, etc. 



On a : 



u„=/ u'„edco'. 



dx Je 



" ôx 

• • • dC'a 



do>' 



dio' 
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D'où : 

U. < B„A. 

m 



etc. 



Considérons alors les séries : 



U,H-U,+ 4-U.H-.. 



ôx dx ùx 



d*U. d'U, d*U„ 

T-— ^r:* — r H ^r-* — h- 



ôx* ' dx* dx^ 



Elles sont toutes comparables à la série : 

A,+A,+ 4-A„4-... 



Donc elles sont toutes absolument et uniformément conver- 
gentes dans S. On conclut de là que leurs sommes sont des fonc- 
tions continues dans le même domaine et qu'elles ont respective- 
ment pour valeurs 

dU Ù*U 

^' "ÔT' ùx* '''*''• 

Par suite U a des dérivées de tous les ordres dans S. 
D'autre part, en vertu de ce qui précède, on peut écrire : 

AU=ÏAU„ 

et comme : 

AU„=0, 

on déduit de là : 

AU = 0. 

Donc la fonction U est harmonique dans T : le théorème de 
Ilarnack est démontré. 
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98. Définition d'une double couche. — On est amené à consi- 
dérer dans la théorie du magnétisme des systèmes attirants for- 
més de deux couches attirantes infiniment rapprochées 
et telles qu'en deux points correspondants de ces deux 
couches les densités soient égales, de signes contraires ^ 
et très grandes. De pareils systèmes s'appellent dou- 
bles couches. 

Précisons cette définition. 

Soit M' (fig. 67) un point attirant, m sa masse, et M 
un point attiré. Désignons par x', y\ z' les coordon- 
nées du point M', par x, y, z celles de M et par r la 
distance M^r. Le potentiel newtonien Y dû à la masse m 
a pour valeur au point M : 



V = 



m 



Supposons que, M restant fixe, M' se déplace, et 
soient Ç, y^, 2^ les composantes de sa vitesse; les coordonnées 
x', y', z' et le potentiel V sont alors fonctions du temps t. On a : 



ç= 



dx' 



lï' 



T, 






î: = 



dz' 

HT' 



et 



dv r 

■dr='"'- 



dx' 



5 + 



1 



Ov* 



T.H- 
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La variation dV du potentiel pendant un temps très petit dt 
est donc : 

[u — -1 

Pendant ce temps dt, le point M' est venu en M" et dV n'est 
autre que la difTérence de deux potentiels : Tun dû à la masse 
+ m située en M'', l'autre à une masse égale située en M'; on 
peut aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels : 
l'un dû à la masse + m située en M", l'autre à la masse — m 
située en M'. 

L'expression dV est donc encore un potentiel newtonien, celui 
qu'engendrent deux masses très voisines l'une de l'autre, égales 
et de signes contraires. C'est, par exemple, le potentiel d'un 
très petit aimant dont le pôle austral serait en M'' et le pôle 
boréal en M'. 

Considérons de même un volume attirant; son potentiel est 
exprimé par l'intégrale : 

Supposons que chacun des points attirants M' se déplace, 
pendant un temps très petit dt, d'une très petite quantité M'M'' 
dont les projections sur les trois axes de coordonnées soient Jdt, 
Tjdt, JJdt ; la variation dV du potentiel sera : 



dV 






Cette intégrale peut être considérée comme le potentiel d'un 
volume magnétique, chaque élément dT' de ce volume ayant un 
moment magnétique dont les projections sur les trois axes sont : 

[x'dtdT'j, [Ji'dtdTV,, Y^'AvArz'X,. 

l'examinons enfin le cas d'une surface attirante ; son potentiel 
V est représenté par l'intégrale de surface : 



H' 



«'dto' 
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Kn opérant comme précédemment, on est conduit à envisager 
l'intégrale 



(1) 



Cette intégrale peut être considérée comme représentant le 
potentiel dû à des masses attirantes répandues sur deux surfaces 
très voisines dont les points se correspondent de manière qu'en 
deux points correspondants les densités soient égales et de 
signes contraires ; le segment déterminé par deux points corres- 
pondants a pour projections, sur les axes de coordonnées, 
^dt^y^dt, Ut, les quantités Ç, r^^ s étant des fonctions de x', y^ z'; 
la direction de cette ligne varie donc d'un point à l'autre de la 
surface. 

On peut encore considérer l'intégrale (1) comme le potentiel 
engendré par une infinité de petites aiguilles aimantées implantées 
dans la surface, la direction de Taiguille qui perce la surface au 
point x', y, z' étant celle du vecteur $, r,, î. Une telle distribution 
de masses attirantes s'appelle feuillet magnéfifjue» 

11 est clair que, dt étant très petit, le potentiel d'un feuillet 
magnétique est lui-même très petit, si la densité \i! est finie. Kn 
général on suppose la densité très grande de façon que le produit 
{ji'dt soit fini. Le potentiel prend alors une valeur finie et on peut 
l'écrire : 




— 

r r ^ law 






dy' ' ' Oz 

;jl' ayant dans cette expression une valeur finie et désignant la 
même chose que {ji'dt dans l'expression (1). 

Supposons maintenant que le vecteur ;, r,,^soit, en chaque 
point, normal à la surface, c'est-à-dire que l'on ait : 

a', p\ y désignant les cosinus directeurs de la normale au point 
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x', y', z' ; le feuillet prend alors le nom de double couche tt le poten- 
tiel s'exprime par l'intégrale : 

r 




fAI 



âf-^]^'-' 



99. Étude du potentiel d'une double couche. — Soit Vie potentiel 
d'une double couche S ; on a: 



r r 4 4 4] 



dw'. 



^ » • 



ce qui peut s écrire : 






dw'. 



Posons : 

|. r a'jx'dw' 

^'[Jl'dw' 






la l'onction V prend la forme : 

^ ' \b}i ^ by ^ bz ) 

On voit par là que, les fonctions Up U,, U, étant des potentiels de 
simples couches, c'est-a-dire des potentiels de surfaces attirantes 
ordinaires, la fonction V se comporte comme les dérivées pre- 
mières de ces potentiels ; en particulier, la fonction doit éprouver 
une discontinuité quand le point attiré se déplace en franchis- 
sant la surface S. Nous étudierons plus loin cette discontinuité; 
remarquons pour Tinstant qu'en vertu de la formule (2) , le poten- 
tiel (Vune double couche est une fonction harmonique en tout 
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point de V espace sauf sur la surface qui porte la double couche 
elle-même. 

100. Avant d'étudier ce qui se passe sur la surface elle-même, 
donnons au potentiel une nouvelle forme qui nous sera très utile 
dans ce qui va suivre. 

Reprenons la formule (1) et considérons l'expression 

^1 1 1 

d— ô— d — 

,. r .a. r . ^, r 



+ ?'-Â-+Y 



dx ày * dz 

1 
Cette expression n'est autre que la dérivée de — prise suivant 

la normale à la surface dont les cosinus directeurs sont ol', p\ v' ; 

di 

r 
désicrnons, suivant la notation habituelle, cette dérivée par —, — : 
^ * an 

le potentiel V devient : 



^•=-/4 



d-' 



w . 



Soient alors (fig. 68) dw' un élément de la surface, M' son centre 
de gravité, M le point attiré et o l'angle de MM' avec la direction 
de la normale suivant laquelle on a différentié ; on a : 

quel que soit le sens choisi sur la normale. Traçons maintenant 
la sphère de rayon 1 ayant le point M pour centre et appelons 
do' l'aire de la portion de cette sphère découpée par le cône ayant 
pour sommet le point M et pour base l'élément d(o'; la quantité 
d^ s'appelle l'angle solide sous lequel l'élément dco' est vu du 
point M. On a : 

dw =it: . 

cos^ 

Le double signe provient du double signe de cos o, c'est-à-dire 



À'IO 
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(les deux sens possibles sur la normale. Comparons les deux for- 
mules précédentes; il vient: 




dn 



"^ da)'=.^^d<o'=±dT', 



..s 



• et l'élément dV de potentiel dû à 
Télément dw' a pour expression : 



(1)' 



dV = 



'(ly. 



On peut l'écrire : 



(2)^ 



dV=lJL'dT', 



en convenant de donner un signe si 
do^. Pourvoir comment nous devons 
choisir ce signe , traçons (fig. 69) les 
deux surfaces infiniment voisines ; 
appelons S, celle de ces deux surfaces 
où la densité est représentée par la 
fonction jjl', et S, l'autre surface où la 
l'^îg- ^' densité est représentée par — jji'. 

Soient ajb, et a,l), deux éléments 
correspondants d'égale étendue dw' ; soit enfin M le point attiré. 
Joignons le point M a un point de l'élément a,bj et supposons 

que cette droite ne rencontre la surface S, 
qu'après avoir traversé S, ; il est clair (|ue 
le potentiel dû à l'ensemble des deux élé- 
ments a, au point M, le signe de -f~ ^i 
c'est-à-dire le signe de la densité sur l'élé- 
ment a,bj. 11 faut donc choisir le signe -f- 
dans la formule (1), c'est-à-dire considérer 
dy comme positif dans la formule (2). 
Au contraire, si la ligne qui joint le 
y\„ ^jy point M à l'élément dw' rencontre S, avant 

Sp il faut considérer à^ comme négatif. 
Kn d'autres termes, si l'on appelle côté positif de S celui de S, et 
roté /K'^'^ri ///celui de S„on prendra comme sens positif sur la normale 
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ii\ 



celui quî va du coté négatif au côté positif; par suite, Télément 
do-' de la sphère de rayon 1 qui correspond a Télément dw' de S 
sera considéré comme positif si dw' présente au point M son côté 
positif, et comme négatif si dco' présente son côté négatif. 

Cela posé, l'expression du potentiel dû à la double couche 
tout entière est 

(3) V=JjiL'dT'. 

C'est la formule que nous voulions établir. 

101. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point attiré M 
se déplace et franchit la surface. 

Traitons d'abord le problème en supposant la densité constante. 
Le potentiel prend alors la forme : 

V = |x'JdT'. 

Nous distinguerons deux cas : 

\.^^ea8. — Supposons (fig. 70) que la surface ait une forme et une 
position telles que toute droite issue de M ne puisse la rencon- 




Fig. 70. 



trer qu'en un seul point. Dans ce cas, ses éléments présentent 
tous le même côté au point M, les quantités Ai' s'ajoutent, car 
elles ont toutes le même signe et leur somme est l'angle solide 1) 
sous lequel la surface est vue du point M. L'expression du poten- 
tiel est donc 

V = i*'û, 



aaa 



THÉORIE DU POTESTIEL NEWTOMES 



r angle solide û étant positif ou négatif suivant le côté de la sur- 
face qui est tourné vers le point M. 

Un cas de ce genre est réalisé si la surface S est une portion de 
plan. On voit alors immédiatement ce qui arrive lorsque le point M 
se déplace et vient traverser le plan en un point de la double 
couche. Si le point M tend vers ce point du côté positif du plan, 
r angle û tend vers 2?: et le potentiel vers -|-27:[jl'; si au contraire 
M tend vers ce même point du côté négatif, Tangle solide U tend 
vers — 2ti et le potentiel vers — 2t:}jl'; le potentiel d'une double 
couche plane subit donc une augmentation brusque de 47:[x' quand 
on traverse la double couche en allant du côté négatif au côté 
positif. 

2* cas, — Supposons (fig. 71) la surface S telle que certains 
rayons vecteurs issus de M puissent la couper en plusieurs 



tUjJi 




Fig. 71. 



points. C'est le cas général. A un même élément à^ de la sphère 
de rayon 1 tracée autour du point M, peuvent correspondre plu- 
sieurs éléments dco'j, dto'j, dio'3 de S; supposons que N de ces 

éléments tournent leur côté positif vers le point M et que N' tour- 
nent leur côté négatif vers ce même point M. Considérons alors 
ài' comme positif pour tous les éléments possibles de S ; nous 
pourrons écrire : 

V ^ |jl' J(X — N') dcr'. 

C'est cette intégrale qu'il s'agit d'étudier au voisinage de la sur- 
face ; cette étude se fait sans peine dans le cas d'une surface 
fermée et le cas d'une surface quelconque non fermée s'y 
ramène. 
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Traitons donc d'abord le cas d'une surface fermée. 

Trois circonstances peuvent se présenter : le point M peut être 
intérieur à la surface, à l'extérieur de la surface, sur la surface. 

Supposons-le d'abord à l'intérieur. Tout rayon vecteur issu de 
M coupe la surface un nombre impair de fois (fig. 72) puisqu'on 




Fig. 7a. 

part de l'intérieur et qu'on va à l'extérieur. Les divers éléments 
de surface rencontrés successivement par un même rayon vecteur 
tournent alternativement leur côté positif et leur côté négatif vers 
le point M. On a donc : 



et 



V = [X' Jlh de/ = lil 4 TÎJil'. 



On doit choisir le signe + et écrire V = 47:[jl' si c'est le côté 
positif de la surface qui est à l'intérieur; on doit, au contraire, 
choisir le signe — et écrire V = — Atîjjl' si le côté positif de la 
surface est le côté extérieur. 

Supposons maintenant le point M à l'extérieur de la surface 
fermée ; on voit alors (Gg. 73) que tout rayon vecteur issu de M 
coupe la surface en un nombre pair de points et que l'on a : 



d'où l'on conclut 



N — X' = 0, 



V=0. 



'iï4 
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Ainsi; en tout point extérieur ù la surface, le potentiel est nul ; 
en tout point intérieur, il est constant et égal à d: 417^1' ; il lait 
donc un saut brusque de ^r.^' quand on franchit la surface. 

Supposons enfin le point M situé sur la surface ; supposons en 




outre qu*en ce point la surface admette un plan tangent bien 
déterminé. Deux cas peuvent alors se présenter. 

Dans le premier cas (fig. 74), la surface S est tout entière 
située d'un même côté du plan tangent. Tout rayon vecteur issu 




de M ne coupe la surface qu'en un nombre impair de points 
autres que M ; la diderence N — N' est donc égale à ii= 1 et l'inté- 
grale j dy n'est étendue qu'aune moitié de la sphère de rayon 1. 
l*ar suite, on a : 

Dans le second cas (fig. 73), le plan tangent partage la surface 
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au ) 



en deux parties : AM'B et AMB. A chacune d'elles correspond 
une moitié de la sphère de rayon 1. Pour toute la partie AM'B, 







un rayon vecteur quelconque issu de M rencontre la surface un 
nombre impair de fois ; on a donc : 

N — N' = zhl 

et rintégrale jjl' j d^ (N — X'), étendue à rhémisphère correspon- 
dant, est égale à zh27:jjL'. 

Pour la seconde partie AMB de la surface, un rayon vecteur 
issu de M rencontre S un nombre pair de fqls ; on a donc : 

X — N'=0, 

et rintégrale jjl' j (X — X') do^ étendue au deuxième hémisphère est 
nulle. 

Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeur en un point 
quelconque de la surface : 

On choisit le signe + ou le signe — suivant que le côté posi- 
tif de la surface est le côté interne ou le côté externe. On voit 
que la valeur constante du potentiel sur la surface est la demi- 
somme des valeurs constantes qu'il a à l'extérieur et a l'intérieur. 

PoiNCARÉ. Polcnl. Newl. i5 
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Quant aux dérivées, elles sont nulles h Tinténeur comme à Tcxté- 
rieur et n'éprouvent donc aucune discontinuité quand le point M 
franchit la surface. 

Le problème est ainsi complètement résolu, dans le cas où la 
densité est constante, en ce qui concerne les surfaces fermées ; 
passons au cas d'une surface quelconque. 

102. Soit (fig. 76) S une double couche quelconque limitée 
par une courbe C ; cette surface S, ayant deux côtés, on peut en 
tracer une deuxième S', limitée à la même courbe C et telle que 
Tensemble de ces deux surfaces constitue une surface fermée. Tra- 
çons donc S' et supposons que cette 
surface porte une double couche dont 
l'épaisseur et la densité soient les mêmes 
que celles de la double couche donnée. 
Appelons V le potentiel de S, V celui 
de S' et W celui de la surface fermée ; 
on a : 

w=v + v. 

Considérons alors deux points Mj 
et M, situés de part et d'autre de S et 
très voisins l'un de l'autre ; puis désignons par W,, V,, V'p les 
valeurs des trois fonctions considérées en Mj et par W,, V,, V, 
leurs valeurs en M, ; on a : 

W. = V,H-V', 




\V, = V, + V'„ 



d'où : 



(1) w.-w,=(v.-v,)+(V'.-vg. 

W désignant le potentiel d'une double couche répandue sur une 
surface fermée, on sait, d'après ce qui précède, que l'on a : 

De plus, les points M, et M, n'étant pas situés au voisinage 
de S', la fonction \' est continue en ces points et la différence 
V'j — Vj est infiniment petite ; l'égalité (1) devient donc ; 

V, — V, = ih47ruL'. 
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Soit maintenant M^ un point situé sur S entre les points M^ et 
Mj ; désignons par W^, V^, V'^ les valeurs des trois potentiels 
en M,,, on a : 

(^^^- w.)-(^4^- v.)+(^^4^ -V.)- 

Le deuxième ternie du second membre est infiniment petit 
puisque V est continu au voisinage de M^; le premier membre 
est nul puisque W désigne le potentiel relatif h une surface 
fermée ; donc le premier terme du second membre doit être 
infiniment petit et Ton voit que V^, est la demi-somme de V, 
et V,. 

Ainsi, dans le cas où la densité est constante, qu'il s'agisse 
d'une surface fermée ou d'une surface quelconque, le potentiel 
d'une double couche croît brusquement de 47:ji/ quand on fran- 
chit la surface en allant du côté négatif au coté positif; sur la 
surface, il prend une valeur égale ii la moyenne arithmétique des 
deux limites vers lesquelles il tend quand on s'approche indéfi- 
niment de la surface du coté positif et du côté négatif. 

Quant aux dérivées premières, elles n'éprouvent aucune dis- 
continuité quand le point attiré traverse la double couche. Cela 
est bien évident puisque les dérivées de \V sont partout nulles et 
que celles de \' restent continues au voisinage de S. 

103. — Abordons maintenant le cas général où la densité est 
variable d'un point à l'autre de la surface. 

Xous ferons les deux hypothèses suivantes : 

1** La fonction ;jl' reste finie et continue ; on peut alors trouver 
un nombre A fixe tel qu'en tout point de la surface on ait : 

|/|<A. 

2^ La surface proposée est telle qu'une droite quelconque ne 
la coupe qu'en un nombre limité de points ; nous appellerons N 
une limite supérieure de ce nombre. 

Ces deux hypothèses nous fournissent une limite supérieure des 
valeurs du potentiel. Soit en effet A^ un élément de la sphère 
de rayon 1 considérée précédemment ; à cet élément correspon- 



2a8 THEORIE DU POTENTIEL NEWTOSIEN 

dent plusieurs éléments de la double couche (en nombre moindre 
que X) et par suite plusieurs éléments de l'intégrale : 

V=J[jL'dT': 

Désignons par S |x' Afs' la somme de ces éléments ; on a : 

|l>'da'|<NAdy, 

et par conséquent : 

|V|<jNAdT', 

c'est-à-dire : 

|V|<47rNA. 

Cela posé, considérons une double couche quelconque S 




Fig. 77- 



(fig. 77). Soit M le point attiré; supposons que ce point tende 
vers un point M„ de la surface où la densité est [jl^. Posons 

C'est le potentiel d'une double couche dont la densité est 
constante. Comparons ce potentiel ii celui de la double couche 
donnée : 

V =J V'dT'. 
Pour cela, envisageons l'intégrale 

On a : 

V = U + W. 

Nous savons comment se comporte la fonction W; elle a été 
étudiée au paragraphe précédent. 

Ktudiuns la fonction U et voyons comment elle se comporte 
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(jiiand M tend vers M^. Cette fonction est un potentiel de double 
couche dont la densité est variable, mais présente ceci de parti- 
culier qu'elle est nulle au point M^. Nous allons montrer que ce 
potentiel reste continu quand le point M tend vers M,,. 

Du point Mç comme centre décrivons une sphère de rayon p. 
Cette sphère partage la surface S en deux parties : Tune S' est 
comprise à l'intérieur de la sphère, l'autre S" est constituée par 
le reste de la surface S. 

Appelons U' et U" les potentiels dus respectivement à S' et S" ; 
on a : 

Désignons, en outre, par U^, U'^, U''^ les valeurs de U, U', U", 
au point M^. Nous voulons démontrer que l'on a 

lim|U — UJ = 

quand M tend vers M^, c'est-à-dire que l'on peut prendre M assez 
voisin de M,, pour satisfaire à l'inégalité 

U-UJ<£, 



£ étant un nombre donné à l'avance aussi petit qu'on le veut. 
Pour cela, remarquons que l'on a 

U-U, = U'-U', + U"-U"„ 
d'où : 

(1) |U-U,I<1U-U'.| + IU"-U".|. 

Cela posé, observons que, [x' étant fini sur la surface S, [a' — \x^ 
l'est aussi et que l'on peut assigner au module de cette différence 
une limite supérieure a sur la surface S' ; on a donc, en tout 
point de S' : 

\v-'—]f^A<^\ 

d'où, en vertu d'une inégalité démontrée plus haut : 

lU'|<47îNa 

et 

|U'J<4T:Xa. 

Comme jx' est supposée continue, on peut restreindre assez la 
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surface S', c'est-h-dire prendre p assez petit, pour que Ton ait : 

4 TîNa < -7T 1 
«) 

et qu'ainsi Ton ait : 

(2) |U'-L"J<-.p 

p étant ainsi fixé, la surface S' est bien déterminée ainsi que 
la surface S". Considérons alors la différence U" — ^"q\ 1» fonc- 
tion U", étant le potentiel de S'', est holomorphe en tout point 
qui n'est pas sur S" et en particulier au voisinage de M^ ; on peut 
donc choisir le point M assez près de M^, pour que Ton ait : 

(3) |U'-UM<-|- 

Rapprochons alors les inégalités (2) et (3) de rinégalité (1); on 

voit que l'on a : 

|U-U„|<e. 

La fonction U reste donc continue au voisinage du point M^, 
c'est-ii-dire quand M tend vers M^ et le dépasse. 

Remarquons que M peut tendre vers M,, de trois façons : 

1** En restant extérieur à S, et du côté positif ; 

2** En restant extérieur, et du côté négatif; 

3® En restant sur la surface. 

La démonstration précédente s'applique dans ces trois cas. 

Revenons maintenant à l'expression de V : 

v=\v+u. 

Puisque U reste continue au voisinage de My, V éprouve en ce 
point les mêmes discontinuités que \V. Ces discontinuités ont été 
étudiées au paragraphe précédent ; servons-nous des résultats de 
cette élude, nous obtenons pour V les conclusions suivantes : 

1* Lorsque le point attiré 3/, cV abord extérieur à la surface^ se 
déplace et la traverse en un point oii la densité est [jl^, le poten^ 
tiel de la double couche croit brusquement de 47: jjip si le point M 
passe du côté négatif au côté positif de la surface» 
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2° Le potentiel d'une double couche reste continu sur la surface. 

Z^ Sa i>aleur, en un point de la surface y est la moyenne arith^ 
métifjue des chaleurs qu'il prend en deux points infiniment s^oisins 
du premier, mais situés de part et d'autre de la surface. 

104. — Le premier de ces résultats, que nous venons d'établir 
directement, pouvait être obtenu immédiatement comme consé- 
quence de la théorie des surfaces attirantes. 

Xons avons démontré plus haut, en effet, la formule sui- 
vante (99) : 

\ dx ^ dy ^ dz /' 

U,, U,, U, étant trois potentiels de simple couche : 

a'jji'do.' 






Supposons que le point M, d'abord extérieur a la surface S, 
tende vers un point M^ de celle-ci et la franchisse en ce point ; 

les dérivées premières ^ * , ^ * ■ , — r-^ éprouvent des disconti- 

*^ ox oy Oz '^ 

nuités (voir n" 51). 

Ces discontinuités ont pour valeur : 

pour ^ ' — ^tzjIu! ,7! = — 47ra'*uL' 

*^ ôx ^ 

» -^ -4,.?y.?'=-4^?V 

» ^ -47r^yY = -4-T'V- 

Le saut brusque de V est donc : 
c'est la valeur trouvée précédemment. 
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Remarque I. — Nous avons appelé « densité », dans ce qui 
précède, la quantité [jl' ; en réalité, la densité de la double couche 
est le quotient de jjl' par la quantité très petite e qui représente 
Tépaisseur de la double couche. Mais, pour simplifier, nous con- 
tinuerons a donner le nom de densité à la quantité |x'. 

Remarque II. — Nous avons vu, dans la théorie du potentiel 
des simples couches, qu'un tel potentiel reste continu dans tout 
Tespace, même quand on franchit la surface. On peut s'étonner 
de ce que le potentiel d'une double couche éprouve une discon- 
tinuité quand on franchit la surface, une double couche n'étant 
en somme que l'ensemble de deux simples couches très voisines. 

Cela s'explique bien facilement. Appelons Sj et S^, les deux 
simples couches très voisines et soit e leur distance. Quand on 
franchit la surface S^, puis la surface S^, le potentiel reste con- 
tinu, mais il varie très rapidement entre S, et S,; en effet, les 
attractions des deux surfaces s'ajoutent dans l'espace qu'elles 
comprennent et, comme on suppose la densité très grande, la 
dérivée du potentiel est très grande elle-même dans cet espace. 
La variation du potentiel est alors d'autant plus rapide que la 
distance e est plus petite. 

En général, on suppose cette distance infiniment petite et la 
densité infiniment grande, de manière que le produit jjl' de ces 
deux quantités reste fini ; on considère alors les deux surfaces S, 
et S, comme confondues avec une même surface S. Dans ce cas 
limite, qui n'est qu'une fiction analytique et ne correspond plus 
à rien de physique, on s'explique bien la discontinuité du poten- 
tiel ainsi obtenu. 

Ajoutons que ce que l'on appelle alors côté positif de la surface 
c'est le côté défini par les cosinus directeurs a', p', V qui entrent 
dans l'expression de V. 

105. Etude des dérivées secondes d'un potentiel de simple couche. 
Cas d'une surface plane. — Nous avons vu qu'un potentiel de 
double couche s'exprime par des dérivées premières de potentiels 
de simple couche. L'étude des dérivées premières d'un potentiel 
de double couche se ramène donc h l'étude des dérivées secondes 
d'un potentiel de simple couche. 
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(^est cette dernière étude que nous allons faire maintenant. 
Nous commencerons par un cas simple, celui d'une surface plane. 

Soit donc S une portion de surface plane attirante limitée par 
une courbe C. 

Prenons ce plan comme plan des xy. Appelons U le potentiel ; 
on a, en conservant les notations habituelles : 



^ Ç ^'AJ 



Ce potentiel est une fonction paire en z, c'est-îi-dire qui ne chanjre 
pas quand on change z en — z. Par suite, la dérivée première -r— 

est une fonction impaire et la dérivée seconde ^ une fonction 

paire. 

Prenons alors deux points symétriques par rapport au plan des 

xy; les deux valeurs correspondantes de jg-sont égales et par 

conséquent tendent vers la même limite quand les deux points 

tendent Tun vers l'autre. La dérivée seconde -r— r reste donc con- 

oz* 

tinue quand on franchit la surface. 

Au contraire, la dérivée première -r- — éprouve une disconti- 
nuité et fait un saut brusque égal \\ ^t:^. Quant aux dérivées tan- 

gentielles, elles restent continues. Montrons-le par exemple 

dU 
pour -^r— ; on a : 
* ux 






ce qui peut s'écrire : 






ou, en intégrant par parties, 



0U_ /• fx'dy' /- d^' 



OU _ f j L'iW , f d^' dx%^ 
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La première de ces deux dernières intégrales est une intégrale 
curviligne étendue au contour C ; la seconde est une intégrale de 
surface étendue à Taire attirante S. 

L'intégrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et 
reste évidemment continue quand on traverse la surface en un 
point qui n'est pas situé sur le contour C. 

L'intégrale de surface est un potentiel de surface qui reste con* 

tinu dans les mêmes conditions. On peut donc conclure que -t^— 

reste continu quand on traverse la surface, sauf, peut-être, au voi- 
sinage du contour limite. La même démonstration s'applique 

Comme on le voit, cette démonstration suppose que la densité 
[jl' est continue et admet des dérivées premières. 
Examinons maintenant les dérivées secondes de U. 

En vertu de la relation (1), on voit que la dérivée , ^ subit 

* oxoz 

un saut brusque égal a — 4?: -r^ : de même, ^ ^ ■ fait un saut 

* ^ oy ox* y oy oxOy 

quant à -^^ > nous avons vu que c'est une fonction paire et que 

les deux limites vers lesquelles elle tend quand on approche de la 

surface en dessus et en dessous sont égales. Cela suppose, il est 

vrai, que ces limites existent. On démontre facilement qu'il en est 

■ ■ ^ A A- ■ ■ d*U d'U ^ ^ . ^ ^ 

ainsi : les deux dérivées -r-r et -r— r- restent continues et ont par 

Ox* oy* 

conséquent des limites quand on s'approche delà surface; d'autre 
part, en tout point extérieur à la surface, on a : 

AU = 0. 
La différence : 



\ ùx* ^ dv' / (V/ 



est donc elle-même continue. 

Tout ceci suppose que la densité [x' a des dérivées secondes 
qui restent finies. 
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106. Cas d'une surface attirante quelconque. — Soit S une 
surface attirante quelconque (fig. 78j, M^^un point delà surface, M 
le point attiré qui tend vers ce point en suivant la droite MM^. 

Prenons le point M^ comme origine des coordonnées ; nous sup- 
poserons que la surface admet en ce point un plan tangent bien 




Fig. 78. 



déterminé que nous prendrons comme plan des x y, et des rayons 
de courbure principaux bien déterminés ; enfin nous nous place- 
rons en coordonnées rectangulaires. 

Reprenons les notations adoptées au paragraphe 40; soit P un 
point quelconque de la surface et P' sa projection sur le plan des 
xy. Menons les droites MP, MP', M^P, M^P' et posons : 

MP=r; MP' = r'; M,P = r„; M„P'=r;. 

Appelons x, y, z les coordonnées du point M et x', y', z' celles 
du point P ; on a : 

r' = (x - x')* + (y - yO' + ('- - ^7 
r" = (x-x'f + (y-y')' + z'. 

Si, maintenant, on désigne par do/ un élément de S, par dx'dy' 
sa projection sur le plan des xy et par a', j3\ ^ les cosinus direc- 
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leurs de la normale à la surface en un point quelconque P de 
celle-ci, le potentiel U au point M pourra s'écrire : 



, Ç jjL'dw' r [x'dx'd> 

^ J V J v'r 



Posons î 






[x'dx'dy' 

1 



La fonction U' est le potentiel en M d'une portion de surface 

plane attirante, la densité étant représentée par la fonction ^ ; 

cette surface plane est la partie du plan des xy qui comprend 
Tensemble des projections des éléments dco' de S. 

Nous avons fait, dans le paragraphe précédent, Tétude de la 
fonction U' ; nous allons y ramener celle de la fonction U. 

Posons pour cela : 

W = U — U' 

et étudions la fonction W. 

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la densité jjl' 
est continue ainsi que ses dérivées premières et qu'elle admet 
des dérivées secondes qui restent finies. Xous avions déjà fait 
cette hypothèse pour faire l'étude des dérivées secondes de U'. 

Considérons une dérivée d'ordre quelconque de W; appelons- 
la DW pour abréger ; elle sera de la forme : 

DW = J-^ (x', jO dx'dy'. 
Supposons qu'on ait démontré l'inégalité : 



(!)■ 



< 



K 



k étant un nombre positif quelconque, mais fixe; je dis alors 
que DW tend vers une limite quand M tend vers M,, en suivant 
la droite MM^. 

Pour le voir, traçons dans le plan des xy un cercle C de rayon 
p ayant My pour centre; ce cercle est la projection d'une ligne C 
tracée sur S et entourant M^,. La surface S est ainsi partagée 
en deux parties S' et S'', S' étant celle qui contient M^,. 
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Pour tout point de S' on a : rj < p, et pour tout point de S" : 

A chacune de ces parties correspond une fonctîonW ; appelons 
\V et \V" ces deux fonctions ; on a : 

W = \V + W' 

et 

DW=D\V + D\V'. 

Cela posé, remarquons qu'en vertu de l'inégalité (1), on a : 



I D^v' I </^^^^. 



Cette intégrale est étendue au cercle limité par la circon- 
férence C; transformons-la en prenant des coordonnées polaires; 

posons : 

x' = ro cos9 ; y' = r^ sinÔ. 

L'intégrale peut alors s'écrire : 

•/ rQ t/o vQ 

et Ton a par suite : 
(2) |DW|<2T:kp. 

Observons d'ailleurs que, la fonction ^ satisfaisant à l'inéga- 
lité (1), l'intégrale 

DW = J© dx'd >' 

a un sens au point M^; appelons alors DW^ sa valeur en ce point 
et DWo', DW/' celles des fonctions DW, D\V' au même point. 
On a évidemment : 

DW — DWo = DW' — DWi+ DW" — DWi' 



['où : 



I DW — DW' 1 < I DW' — DW; I + 1 DW' — DWi' 

Or, je me propose de montrer que l'on a : 

lini(DW— DW;i = 



e 
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quand le point M tend vei*s M^, c'est-à-dîre que Ton peut choisir 
le point M assez voisin de M^ pour que Ton ait : 

I DW — DW, I < £, 

£ étant un nombre positif donné aussi petit que l'on voudra. 

Vax vertu de l'inégalité (2), à laquelle DW^ satisfait aussi, on 
peut choisir p assez petit pour que Ton ait à la fois : 

I H) W I < -J- 
et 

1 i3\v: 1 < -j 

et par conséquent : 

IDW — Dw;|<-^. 

p étant ainsi fixé, les domaines S' et S'' sont bien délimités et Ton 
peut prendre le point M assez voisin de M^ pour que l'on ait : 

|DW' — DWi'K-î-. 

delà est possible car, le point M^ étant extérieur à S", la fonc- 
tion Vs" est holomorphe au voisinage de ce point. 
La position de M étant ainsi choisie, on a : 

|DW — DWJ<£. 

Il est ainsi démontré que la fonction DW tend vers la valeur 
\y\\\ qu'elle a au point M^, quand M tend vers ce point, et cela, 
quel que soit le chemin suivi. Cette fonction reste donc continue 
quand on franchit hi surface. 

Si une fonction '^ satisfaisant \\ une inégalité de la forme : 

'o 

est dite cC ordre /?, le théorème précédent pourra s'exprimer 
ainsi : quand on franchit la surface, une dérivée DW reste con- 
tinue si la fonction sous le signe | est d'ordre 1. 
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Remarque. — On peut énoncer les deux propositions sui- 
vantes qui sont évidentes : 

i® Le produit de deux fonctions qui sont respectivement d'ordre 
m et d'ordre n est d'ordre ni + n. 

2" L'inverse d'une l'onction d'ordre 1 n'est pas forcément 
d'ordre — 1. 

107. On peut énoncer dans ce langage tous les théorèmes 
établis (chap. Ill) sur les surfaces attirantes. Par exemple les 
inégalités du § 40 montrent que : 

z' est d'ordre 2 

— et — r sont d ordre 1 

r r 

r 
— r est d'ordre 

X — x' y — y' z — z' * r 1 A 

, — , • sont d ordre 0. 

r r r 

Kn général le rapport 

• (x-x7(y-y7(z-/;)' 

OÙ l'on suppose m +p > a + b + c, est d'ordre 

(m + p) — (a+b + c)... 
etc. 

Considérons maintenant la fonction W envisagée précédem- 
ment ; elle a pour expression : 



"^''-M-T—vY'^'- 



Calculons-en les dérivées premières et secondes ; pour cela, 

1 1 

calculons d'abord les dérivées de — et de — 7- . On a : 

r r 

,^ 1 x' — X -, 1 v' — V p. 1 z'— z 

r r"* r r"* r r^ 



1)-^ 3(x--x)- 1. _!__ 



3(x'-x)(y'-v) 



r* 
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„■ 1 3y-.v)' 1_. 1 3(/-y)(z'-z; 

1 3(z'-z)' 1_, 1 _ 3(z'-z)(x'-x; 

r r* r' r r* 

de mùme : 

1) — • Tj = — î ï--' D == 



r 



.. i 3(x'-x)' 1_. 1 _ 3(x'-x)(y'-y; 

,)■ i 3(/-y)* i_ 1 -3(y'-y)z 

'^I ,/ ,.'5 J./S ' ^^f" yt p'I 

,^ 1 3z' 1 ,^ 1 _3(x' — x)z 



On a donc : 



j:=/,'(x'-x)(4,— 4,)do.' 



dx 



^=/l>'(/-.v)(-p— ir)d"' 



^=/,.[:,;.-x,(l.--5,)-(^-^)]d,. 








dz 



w_r,r3(z^^z)^ 3z' /i i\-| 

;^=/,'[3(x'-x)(y'-y)(J^- -l^)]d.' 
;^-jV[3(y'-y)(^ + -^)]ao,' 
^==:/,'[3(x'_x)(-^ + ^)]d.'. 



OxOv 
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Je vais démontrer les propositions suivantes : 

1° Quand on franchit la surface, les dérivées premières de W 
restent continues. 

2" Au contraire, les dérivées secondes éprouvent des disconti- 
nuités, sauf si la densité jjlq, au point où Ton traverse la surface, 
est nulle. 

108. Occupons-nous d'abord des dérivées premières. 
Considérons -:— ; la fonction sous le signe / est : 

. ? = ;^'(^'— ^)(7r— "Tr)- 

C'est un produit de deux facteurs; le premier, [ji', est d'ordre 
zéro. Montrons que le second est d'ordre 1. On peut l'écrire : 

Cette expression est la somme de trois termes. Le premier 

(x' _ x) (r' — r) 



j.3j./ 



x' — x 



est évidemment d'ordre 1 ; en effet: p^ est d'ordre 0: de plus 

r * 

r' — r est d'ordre — 2, car on a : 



r' — r|<z'; 

enfin — r est d'ordre 3; le produit '-^, est donc 

i.«i ' * I* I* 

d'ordre 1. 

11 en est de même pour les deux autres termes de l'expression 

(1) et l'on voit bien que cp est d'ordre 1. La dérivée ^r— estdonc 

ux 

continue quand on traverse la surface et cela est vrai quelle que 
soit la valeur de la densité au point où l'on franchit cette surface. 

La même démonstration s étend a — r — et -rr — , et la propo- 

oy oz * ' 

sition annoncée pour les dérivées premières est entièrement 
prouvée. 

Poi>'CARÉ. Potcnt. Newl. Kj 
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109. Passons maintenant au cas des dérivées secondes. Nous 
démontrerons simplement ceci : Si la densité [x'^ au point M^ où 
Ton traverse la surface est nulle, les dérivées secondes restent 
continues. 

Considérons Tune d'elles, -^-^ , par exemple ; la fonction 
sous le signe J est : 

, = 43,.-,,(4-^)-(^-J,)]. 

La densité [x'^ au point M^ étant nulle et possédant des dérivées 
des deux premiers ordres, la fonction [ji' est d'ordre — 1 au 
voisinage de ce point. Montrons que la quantité entre crochets 
est d'ordre 2. On a : 

r» r'* ~ \ r r' / \ r^ ^ r'^r' ^ r^r'- ^ rv" ^ y" ) 

_ ,_ /_!__ _J_ 1 1 1 \ 

^ ^^ \ Y^ff ' r^r'^ r*r'^ r*r'^ rr'* j 

On a aussi : 

J L_r.'_ .\(Ji \ [ I i_\ 

J.3 J./3 V ^}\ j.-Jj./ • j,2j./2 «" J.J./3 )• 

La quantité entre crochets considérée peut donc s'écrire : 
f tf I ( ^ 1 1 1 i \ 

, / 1 1 1 \ 

(r rj l ~py" H~ j.>j./ï H jjy»" ) ' 

ou encore : 

V 3(x--xr(r'-r) y r'-r 



avec les relations 



m4-n== 6 
p + q = 4. 
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Chacune des sommes de l'expression (3) est d'ordre 2; en effet, 
un terme quelconque de la première est de la forme : 

(4^ 3(x'-x)'(r'-r) 



(x' — x)* 
Ce terme est d'ordre 2 car 1" -^ j-^ est d'ordre m + n — 2=4; 

2® (r' — r) est d'ordre — 2 puisque l'on a : 

I r — r' I < z' 

et que z' est d'ordre — 2 ; Texpression (4) est donc d'ordre 
4 — 2 = 2. 

Bref, la première somme de l'expression (3) est d'ordre 2 ; la 
seconde est d'ailleurs aussi d'ordre 2 car tout terme de la forme 

■ est d'ordre p -1- 4 — 2, c'est-à-dire dans le cas présent 

4—2=2. 

Ainsi l'expression (3) est d'ordre 2, la fonction © est donc 

d'ordre — 1-4-2 = 1 et par conséquent la dérivée • ^ est con- 
tinue. 

Le même raisonnement s'applique aux autres dérivées secondes 
de W et la propriété annoncée est donc démontrée : les dérivées 
secondes de W restent continues quand on franchit la surface en 
un point M^ oit la densité est nulle, 

110. Revenons alors aux potentiels U et U' considérés au para- 
graphe 106 et supposons nulle la densité au point M^oii l'on fran- 
chit la surface. Nous avions posé : 

U = W+U'. 

La fonction W considérée dans cette relation est précisément 
celle que nous venons d'étudier et, par suite, les dérivées 
secondes de U, quand on franchit la surface au point M^ éprou- 
vent les mêmes discontinuités que celles de U' puisque celles 
de W restent continues. 

Or U' est le potentiel d'une surface plane attirante sur laquelle 



244 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOMEN 

la densité en chaque point x', y' est représentée par la fonction 



(^)- 



Nous avons étudié au paragraphe 105 comment se comporte 
un pareil potentiel au voisinage de la surface. Reportons-nous 
aux résultats de cette étude ; nous voyons que lorsque le point M 

franchit la surface au point M., les dérivées secondes : -r—r, 

ux' 

iVU' d*U' Ô^U' . , 

-^r— r » -r-r j ^rr- restent continues ; les autres éprouvent des 
Oy* Oz* Oxoy ^ 

discontinuités. Le saut brusque de est égal \\ 

— 47r — —-. — et celui de ^ ^ a — 4ti 



dx' Oyôz (>y' 

Puisque les dérivées secondes de U éprouvent les mêmes dis- 
continuités que les dérivées secondes de U', on peut donc énoncer 
les conclusions suivantes : 

Quand un point attiré M franchit une surface attirante en un 
point Mq oit la densité est nulle, quatre dérivées secondes, -rr-j- y 

d^u d«u ô^u . . , -, , ■ 

^ , , -r-3- et , ^ , au potentiel U de cette surface restent contt- 
uy* uz o\o\ ^ ' 

, , \ j- ■ ■ 1 <)'U d'U , 

nues: les deux autres dérivées secondes ■ . , -— r— éprouvent 

oxuz oyoz ^ 

des discontinuités ; le saut brusque de la première est 

— ^Tz — r^ — et celui de la seconde — ir: — r-^-; — 
Ox Oy' 

Remarquons que y' est égal à 1 et maximum pour x* = 
et y' = 0. On a donc au point M^ : 



et 
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Par conséquent, les sauts brusques considérés se réduisent à : 



— 4« 



dx' 
et 



— 4 



TT 



ûy' 



111. Pour traiter la question d'une façon complète, il nous 
reste h examiner le cas où la densité au point M^ est différente 
de zéro. 

Nous conserverons les notations précédentes et nous suppose- 
rons toujours la surface attirante réduite à une petite calotte S' 
limitée par une courbe C qui se projettera sur le plan des xy 
suivant une courbe C; cela est légitime, parce que le potentiel de 
la partie restante de la surface est holomorphe au voisinage 
de Mç et n'influe pas sur les discontinuités du potentiel total; 
nous supposerons en outre cette calotte d'étendue assez res- 
treinte pour qu'une parallèle quelconque a l'axe des Z ne la ren- 
contre qu'en un seul point. 

Nous avons supposé dans les paragraphes précédents que la 

surface S' admet en Mj^ un plan tangent bien déterminé que nous 

avons pris pour plan des xy. Nous avons supposé, en outre, qu'au 

point M^ la surface possède deux rayons de courbure principaux 

1 1 

bien déterminés, entendant par là que les expressions -^ et -^ 

de leurs inverses sont bien déterminées pour ne pas exclure le 
cas où l'un de ces rayons ou même tous les deux seraient infi- 
nis. 

Soit alors 

z' = f(x',y') 

l'équation de la surface; désignons les dérivées premières et 
secondes de z' par les notations suivantes : 





dz' dz' 

dx' P" dy' *î" 


d'z' 
dx'* 


d'z' d'z' 
~'" dx'dy' "" dj" *'• 
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Cela posé, considérons le potentiel U de la surface ; il a pour 
expression, en un point M^ extérieur : 



On peut l'écrire : 



/dw' 



U =/-^ 1 dx'dy'. 



Ce sont les dérivées secondes de U que je me propose d'étudier. 

Etudions d'abord ■ ^ ; pour cela, calculons -^^ — : on a : 

ox* ^ ox 






^" ■ - • dx'dy'. 



Ox ./ y ôx 

Or on a : 

(1) r« = (x-x')'H-(y-y')*+(z — z')*. 

Considérons r comme une fonction de x, y, z, x', y', c'est-h- 
dire supposons, dans l'expression de r, z' remplacé par sa valeur 
en fonction de x' et y'; on a, dès lors, la relation : 



ou bien 



d'où : 



5^ 
r 


x' X 





z' Z 


dx' 


1.3 


1.3 Pp 


0^ 
r 


r 


• 


0^ 
r 


dx' 


dx 


dz P" 


0^ 
r 


0^ 

r 




r 


A« 


Au./ 


A, Pi » 



T— prend alors la forme : 



(^^ "ùT 



=-Jt-^ ''''''' -J i -^ P' '''''''' 
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OU bien : 

(3) -^=J. + J,. 



ôx 



en posant : 



et 







Considérons J^ ; cette intégrale peut s'écrire en intégrant par 
parties : 

'M 

(4) J,=— / -i-dy'+ / -i^dx'd/. 

- / r '^ -/ r "^ 

Or, appelons dw' un élément de surface de la calotte S' et ds' un 
élément de longueur du contour C qui la limite ; on a : 

dx'dy' = y'doi' 

et 

dy' = ?',ds', 

,3Î étant une certaine (onction de x' et y' définie le long de C. La 
formule (4) devient alors : 



(5) 




L'intégrale J^ est ainsi mise sous la forme d'une somme de deux 
potentiels. 

1^ Pi 



-74 



Le premier — / ds' est un potentiel de ligne attirante, 

celui qu'engendrerait une distribution de matière attirante faite 
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sur le contour C, la densité linéaire étant représentée par la 
fonction — ^^ ; ce potentiel est une fonction holoniorphe au 
voisinage de M^ puisque ce point n'est pas sur le contour C. 



',#) 



Le second potentiel / dto' est un potentiel de 

surface, celui qu'engendreraient des niasses attirantes distribuées 
sur S\ la densité superficielle étant représentée par la fonction 



Ai) , 



, . Je potentiel reste continu ainsi que ses dérivées tan- 

gentielles quand on franchit la surface. 

La somme Jj des deux potentiels précédents reste donc con- 
tinue ainsi que ses dérivées tangentielles. Il en résulte, si l'on se 

reporte à la formule (3) , que — - — et ses dérivées tangentielles 

iVU O^U . , ,. . . . 

^ .^ , -TTT-; éprouvent respectivement les mêmes discontinuités, 

quand on franchit la surface au point M^,, que l'intégrale J^. 
Ktudions donc J^. Cette intégrale peut s'écrire : 






^— dw'. 
oz 



Posons : 



V=_JJIi!^dc.>'. 



On a évidemment : 



^\ 



•'i= 


"" dz 


dJ, 


O^V 


l^X 


dxd/. 


W. 


Ù*V 



ùy Oyôz 

I.a fonction V est un potentiel de surface attirante, celui qu'en- 
gendreraient des niasses distribuées sur S', la densité étant repré- 
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sentée par la fonction p,[J».'. Or, cette densité s'annule au point M,,, 
car le plan tangent en M^, étant le plan des xy, on a en ce point : 

nous sommes donc ramenés au cas étudié dans le paragraphe 
précédent. Nous savons comment se comportent les dérivées 
premières et secondes de V quand on franchit la surface en My : 

-r — reste continue ; -^^r — fait un saut brusque égal à 

47Ï — V-S — ^ et -r — - — un saut brusque égal a kn — ^^ ', ' . 
ôx' dyOz * ^ ùy' 

On peut donner à ces discontinuités une expression très simple 

en remarquant que pj et q, sont nuls en M^ et qu'en ce point ^'' 

est égal h 1 ; on a : 






47: ^ , — ^ , 

ùx' ' ôx' 



et 



^m 



Oy ^J 

Ainsi donc, quand on traverse la surface en M^ : 

.^ ôV .11 . ùU 

1® — r — reste continu ; donc J, et, par suite, -:r — restent conti- 
uz ox 

nues. Ce résultat était déjà connu (voir § 50) . 

7^ -r — r— et, par suite, ^ font un saut brusque égal à 47w|jL'rj ; 

-r— r- fait donc aussi un saut ém\\ à 47rjjL'r,. 
ùx* " ' * 

3® -r: — r~ et, par suite, ^ et entin ^r — r— lont un saut brusque 
Ov Oz ^ il V Ox Ov * 

égal a 4Tt[x'Sj. 

Les mêmes calculs appliqués ii nous auraient montré que 

-^ fait un saut brusque égal à 4T:;jL'tj. 



dj 
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, i , 0*U d»U 

La connaissance des sauts brusques de , . ■ et -^r — nous per- 

* ux* Oy* *^ 

met de calculer Immédiatement le saut brusque de -^r . En 

* oz* 

ellet, la somme AU de ces trois dérivées est continue puis- 

qu'elle est constamment nulle: le saut brusque de -:r — est donc 
* * oz* 

— 47rjjL' (fj+tj), c'est-à-dire la somme changée de signe des sauts 

^ 0*U d«U 

brusques de -r—r- et ^ -■■. 
* ox* oy* 

... ù»U d*U 

11 nous reste a calculer les discontinuités de-r — r— et de 



dx dz ùy ùz 

Calculons la première, celle de ; pour cela, revenons à 

l'expression (3) de 



ùx • 



dx 
On a : 






O^U OJ, w, 



ôxOz ôz Oz 

'^ n'est autre que - ^ qui reste continue puisque la densité 

relative à V s'annule en M,,. Quant à J,, nous avons vu que c'est 
une somme de deux potentiels : l'un de ligne, l'autre de surface. 
Le premier est holomorphe en M,,; il ne fournit donc aucune 
discontinuité. Le second, au contraire, a une dérivée normale 
discontinue ; cette dérivée fait un saut brusque égal à 



— 4-- 



(4) 



Ox' 

puisque la densité est, d'après la formule (5), représentée par la 
fonction : 



, Vf 

' dx' 
et qu'au point M„ y' est égal à 1. 
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D'après cela, * fait le môme saut brusque et, par suite, il 

en est de même de -r — r— . 

uxuz 

Le même calcul appliqué a -r — montrerait que -r — r— fait un 

* Oy * uy uz 

saut brusque égal à — 4ii — ^~ — . 

112. Résumons tous ces résultats dans le tableau suivant : 

Dérivées secondes. Sauts brusques. 



-r '^-V-^ 



,f *-'^' 



1 -I*-! 



dydz " dy' 



_.!(i) 



<^) 



dzd\ " dx' 



ù'U 



u u 
Remarque I. — On peut donner au saut brusque de ^ une 

expression géométrique très simple, indépendante du choix des 

axes ; (r^+tj désigne, en effet, la somme -t^ h -p-^ des inverses 

des rayons de courbure principaux en M^ ; le saut brusque 

de -TT — est donc 
Oz* 

Remarque II. — Les expressions des discontinuités des déri- 
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vées secondes se simplifient si Ton prend pour axes des x et des y 
les tangentes aux lignes de courbure qui se croisent en M^. 
Dans ce cas, en effet, on a : 

_J_ _ 1 _ 



R.' -• R, 



et, de plus : 



eix' ' dy' ' 



comme le montrent les formules d'Olinde Rodrigue. 

On voit alors que les sauts biusques pour les six dérivées 
secondes : 

ô'U ô'U a^U d'U O'U d'U 
dx* dy' dz* ùxùy ' dyùz dzdx 

deviennent respectivement égaux h : 

1 1 / 1 1 \ 

113. Étude des dérivées premières d'un potentiel de double 
couche. — Soit S une double couche quelconque ; on sait que son 
potentiel V est holomorphe dans tout domaine qui ne contient 
aucun point de S. Mais si le point attiré M vient à franchir la 
surface en un point M^, la fonction V et ses dérivées éprouvent 
des discontinuités. Nous connaissons déjà celles de V, calculons 
celle des dérivées premières. 

Nous supposons qu'en M^ la surface S admet un plan tangent 
bien déterminé et aous prenons ce plan comme plan des xy, 
le point Mç étant pris pour origine. 

Les résultats du paragraphe précédent vont nous montrer 
immédiatement comment se comportent les dérivées premières 
de V au voisinage de M^. 

On a, en effet, en reprenant les notations habituelles : 



V = — 
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ce que nous avons mis (99) sous la forme : 
en posant: 



a'yi'dcii' 



/• v'jA'dw' 



Up U^, U, sont des potentiels de simples couches; V s'exprime 
avec des dérivées premières de ces potentiels et par conséquent 
les dérivées premières de V s'expriment avec des dérivées 
secondes de ces mêmes potentiels. 

(.onsiderons^par exemple,— r — ; on a : 

Ox \ ùx^ ôxdy Oxôz / 

Or, quand on franchit S au point M,,, les trois dérivées 

O^U, ù*U, 0*U3 . , , 

secondes : ■ ^ ' , ■ ^ , ^ > lont des sauts brusques respecti- 

ux* Oxiiy oxoz * * 

vement égaux îi : 47:a'[jL'rj, 4'îr^'[JL'Sj, — Ati-yx»*^'^^*"^^'^^''^*-*??'*"^ 

Ou' 
h : 0, 0, — 4-. -^77" puisque tI et P' sont nuls au point My. 

Il en résulte que -y-r f»it un saut brusque égal h 4:: - ' , . 

ôV . 
On démontrerait de même que -:r— fait un saut brus(ruc éjral 

. . dV 

Voyons maintenant ce qui se passe pour --:r— ; on a : 

dV ^ / Ô^U. O'U, d'U, \ 
Oz \ OxOz OvOz Oz^ / 



est égal a — 4?: ^-^^ — ,cest-a-din 



Le saut brusque de ^ ^ ^ ^.- ^ , 

^^ * Oxôz ^ Ox' 

à — 4:: a' -^-7- , car a =0 et y'= 1 au point M^. 
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Le saut brusque de , -^ est de même éffal a — 47:u.' -:r-r et 

gtU dyùz ^ ^ Oy' 

enfin celuî de ^^ à — 43tjx' (rj+t,). 

dV 
Le saut brusque de -r — est donc égal à : 



_4.,{r.+t.+^ + -^]. 



Or on a en général : 



d'uù : 

da' ii'^' — 1 d / —1 \ 

dx' + Oy'-v/l + p*,+,i^/'"'-^*'^"^P' dx' Vi + pi, + q*J 

d / —1 



^' iV U+p^.+ qJ 



Au point Mg, Pj et q, étant nuls, cette formule se réduit à : 

H--é!r = — (r. + t,). 



Ox' Oy 

Le saut brusque de -r — se réduit donc à zéro : -^r — reste con- 

* Oz oz 

tînue. 

Kn résumé, on peut énoncer la proposition suivante: 

Quand on franchit une double couche^ la dérivée prise suivant la 

OV OV 
normale reste continue. Les dérivées tans^entielles -r — , -r; — font 

^ dx oy ' 

des saufs brusques respectivement égaux à 4?: -^-7- et 47: -yr' 

114. — On peut obtenir ces résultats d'une autre manière sans 
les déduire de Tétude des dérivées secondes d'un potentiel de 
simple couche dans le cas général. 

Voici une méthode qui suppose seulement que Ton sache com- 
ment se comportent ces dérivées secondes dans le cas où la den- 
sité est nulle au point où Ton traverse la surface. 
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Nous procéderons de la manière suivante : 

1® Dans un premier cas nous supposerons que la surface qui 
porte la double couche est fermée et que la densité est cons- 
tante. 

2° Xous traiterons ensuite le cas d'une surface fermée en suppo- 
sant la densité variable d'un point à l'autre, mais nulle au 
point My. 

3® Nous traiterons après cela le cas d'une surface fermée quel- 
conque sans faire d'hypothèse sur la densité en M^. 

4*^ Nous traiterons enfin le cas d'une surface quelconque non 
fermée. 

Premier cas. — Surface fermée et densité constante. — On a vu 
(101) que dans ce cas le potentiel est constant à l'intérieur et 
constant à l'extérieur ; les dérivées sont alors nulles partout et 
n'éprouvent donc pas de discontinuité quand on franchit la sur- 
face. 

Deuxième CAS. — Surface fermée et densité variable mais nulle 
au point M^. 

Le potentiel V s'exprime en fonction des potentiels de simples 
couches : Uj,!^^,!],, par la formule 



\ ux Oy Oz / 



Or les densités correspondantes a'jji', [j'jjl', v'jjl' s'annulent en M^ 
puisqu'en ce point jjl' est nulle. Nous savons alors comment se 
comportent les dérivées secondes des fonctions U,, U^, U3 (voir 
n° 110) et nous pouvons en déduire les sauts brusques des déri- 
vées premières de V. 

Considérons par exemple -;r — : 

ôV ^ / Q^U, d^U, iVU, \ 

Ox \ Ox^ dydx Ozôx / 

d*U . . . ôMJ , ô*U 

^ ^' reste continue ainsi que -r — ^ ; quant ii ^ ^ ' elle fait un 
ox* * oyux * OzOx 

saut brusque é^al à — 4 t: — '— . Le saut brusque de -r — est donc 
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égal a 4- * , . Un voit de même que --r — lait un saut brusque 

du' 
égal à 47Î— T-T-' 

Considérons maintenant — r — ; on a : 

uz 



dz 



\ dxOz i>yôz dz* / 



OHI 



— fait un saut brusque égal à — 47:^r— ^( — ^)» ^"^ ^'^^^ i^çÀ- 



Ox Oz 
lement qu'il est nul ; en effet on a : 

et les quantités a' et jjl' sont nulles en My De même, le saut 

brusque de — r— r-— est égal a zéro, hnnn ^ . reste continue. 
* OyOz ^ Oz- 

iW 

-r — est donc continue. 
Oz 

Tnoisii^ME CAS. — Surface fermée et densité quelconque . — 
Appelons toujours V le potentiel ; on a, en employant les nota- 
tions définies au début de ce chapitre : 

V=|';jL'dT'. 

Appelons jjiy la densité au point My. On peut écrire : 

La deuxième intégrale est un potentiel de double couche dont la 
densité est constante. Ses dérivées premières sont continues 
[{.^^ cas). 

La première intégrale est un potentiel de double couche dont 
la densité variable est nulle au point M^ ^2° cas). Les dérivées 
premières de V se comportant comme celles de ce potentiel, on 
a donc encore : 



-r— le saut brusciue kn -r—r 

Ox ^ Ox 
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Pour-r— le saut brusque 47r -~^ 

Pour4^ — 0. 

uz 

Quatrième cas. — Surface non fermée quelconrjue, — Soit S' 
une pareille surface limitée par un contour C. 

La surface ayant deux cotés, on peut faire passer par C une 
deuxième surface S" de manière que l'ensemble S' S'' forme une 
surface fermée S. Quelle que soit la distribution de matière 
qu'on envisage sur S'', son potentiel V" est une fonction holo- 
morphe au voisinage de M^ qui n'est pas situé sur S" mais sur S'. 
Si donc on franchit S' en M,,, les discontinuités des dérivées 
de S' sont les mêmes que celles des dérivées correspondantes 
de S. Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent d'une sur- 
face fermée quelconque. 

On voit donc que dans tous les cas : -^ reste continue et que 

les dérivées tangentielles éprouvent des discontinuités égales 

, , du' ÙV , , du.' ÔV 

a 4- -~-7 pour -:;^ — et a 47i -—-7- pour -^;— . 
Ox * Ox oy ôy 

Le théorème énoncé à la fin du paragraphe 113 est donc 
démontré. 

115* Comparaison des simples et des doubles couches. — 
Considérons deux potentiels l'un V de simple couche, l'autre V 
de double couche, relatifs a une même surface S : 



I 



I 






Comparons-les : 

1^ Ces deux potentiels sont des fonctions harmoniques dans 
tout domaine qui ne contient aucun point de la surface S. 

2** Désignons par i et 2 les deux cotés de la surface et soit M^ 
un point de cette surface. 

Lorsque le point attiré M tend vers M^, en suivant une certaine 

POixcARé. Potcnt. Xcwt. 17 
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droite L passant par M,, et en restant du côté 1 de la surface, 

les fonctions : 

dV ÔV ÔV 

' dx ' ôy ' dz 
et les fonctions 

' dx ' dy ' dz 

tendent vers des limites ; nous représenterons ces limites par les 
notations : 

*' (^x dy dz 
et 

*' Ox ' ùy ' dz 

Ces limites sont indépendantes de la droite L que suit le 
point M. 

De même, si M tend vers M^ du côté 2 de la surface, les huit 
fonctions considérées tendent uniformément vers certaines limites 
que nous désignerons par : 

^ 5V. OV, 
»' dx ' dy ' dz 

*' dx ' dy ' ôz * 

Dans les deux cas, ces limites, étant atteintes uniformément, 
varient continuement quand M^ se déplace sur la surface. 

A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de la 
même façon ; mais des différences s'introduisent quand on com- 
pare les limites relatives au côté 1 avec les limites relatives au 
côté 2. 

Considérons la normale en M^ à S et prenons comme sens 
positif sur cette normale celui qui va du côté 1 au côté 2 ; 

appelons -j— et --ï— les dérivées de V et V prises au point M 

parallèlement a cette direction. Quand M tend vers M^ du 

côté 1, -j — tend vers une limite que nous appellerons --ï — et quand 
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M tend vers M^ du côté 2, -^ — tend vers une limite -î — . On a 

an dn, 

dV . . dV dV 

de même pour -^ — des limites -= — et -z — . 
* dn dn, dn. 

Cela posé, dans le cas de la simple couche, on a les circons- 
tances suivantes : 

1® V reste continu V, = Vj 

oo dV ,. . dV dV , 

2® -T — est discontinu .... —. r — = — 47:u 

dn dn^ dn^ ^ 

{[JL désigne ici la densité au point M^), 

3^ Les dérivées tangentielles sont continues. 

Le cas de la double couche présente les circonstances inverses : 

1^ V est discontinu V, — \\ = 47r;jL 

^, dV . dV dV 

2® —z — est continu — i — = —. 

dn un^ dn, 

4® Les dérivées tangentielles sont discontinues. 

Dans la formule V^ — V, = 47:[jl, nous supposons que le côté 
positif de la surface coïncide avec le côté 2, c'est-à-dire que, 
dans l'expression de V, les cosinus directeurs a!, ^\^ sont ceux 
de la direction positive de. la normale h S telle que nous Tavons 
définie (celle qui va du côté 1 au côté 2) . 



CHAPITRE VU 

RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICHLET 
LA MÉTHODE DU BALAYAGE 



116. Enoncé du problème de Dirichlet. — Soit un domaine T 
limité par une suri'ace fermée S. Le volume considéré est sup- 
posé connexe, mais son ordre de connexion peut être quelconque. 
Enfin appelons ^ une fonction continue définie en tout point 
de S : cette fonction, d'ailleurs arbitraire, est regardée comme 
donnée. 

Cela posé, nous nous proposons de construire une fonction V 
jouissant des propriétés suivantes : 

1** V est^harmonique dans tout domaine T' contenu à Tinté- 
rieur de T. 

2® La valeur Vm de V en un point quelconque M (x, y, z) de T 
tend vers la valeur ^m„ de ^ en un point M^, (xy, y^,, zj de S, quand 
le point M tend vers le point M^ en suivant un chemin quelconque 
assujetti seulement à ne pas sortir du domaine T. 

C'est en cela que consiste le problème de Dirichlet, 

Nous venons d'énoncer le problème de Dirichlet intérieur. On 
peut aussi se poser un problème semblable pour le cas où le 
domaine T est formé de la portion de l'espace située à l'exté- 
rieur de S. C'est ce que l'on appelle le problème de Dirichlet 
extérieur. Lorsque l'on étudie ce nouveau problème, on impose 
à la fonction cherchée V une nouvelle condition : celle d'être 
régulière à l'infini, c'est-à-dire de s'y comporter comme un poten- 
tiel newtonien. 

Nous avons déjà vu (§ 64) que le problème de Dirichlet ne 
peut pas admettre plus d'une solution. Nous allons montrer qu'il 
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en possède toujours effectivement une. Cette proposition porte 
le nom de Principe de Dirichlel. 

Il est clair que toutes les considérations précédentes pour- 
raient être répétées sans modification pour le cas du plan. Seu- 
lement, on n'a plus besoin alors, en ce qui concerne le problème 
extérieur, de dire d'avance comment la fonction cherchée doit se 
comporter à l'infini. 

La méthode de transformation par rayons vecteurs récipro- 
ques indiquée par Thomson et exposée au chapitre V permet de 
ramener le problème extérieur au problème intérieur. Nous ne 
nous occuperons donc ici que du problème intérieur. 

Commençons par établir quelques propositions qui nous seront 
utiles. 



117. Comparaison des fonctions harmoniques et des potentiels. 

— Envisageons (fig. 79) une surface fermée S délimitant un 

domaine intérieur T, et un domaine 

extérieur T^. Nous supposerons que 

la surface S possède en chacun de 

ses points un plan tangent unique et 

deux rayons de courbure principaux 

bien déterminés. 

Soit maintenant une fonction Y 
présentant les caractères suivants : 

1** La fonction V est harmonique 
à l'intérieur et h l'extérieur de S, 
c'est-à-dire dans tout domaine con- 
tenu dans Tj comme dans tout do- 
maine contenu dans T,. 

2® La fonction V est régulière à 
l'infini et s'y comporte comme un 
potentiel newtonien. 

3® Soit Mj un point situé à l'intérieur de T,. Considérons un 
point M de S. Si M^ tend vers M en suivant un chemin quel- 
conque assujetti seulement a rester k l'intépieur de T^, les 
expressions : 

dV 




Fig- 79- 



Vet 



dn 
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tendent vers les limites déterminées : 

V et î- 

^*^ dn 

qui sont des fonctions continues sur la surface S. 

4® Soit Mj un point situé à l'intérieur de T^. Considérons 
toujours le point M de S. Si M^ tend vers M en suivant un che- 
min quelconque assujetti seulement a rester à Tintérieur de T^, 
les expressions : 

V et-t— 
dn 

tendent vers des limites déterminées : 

dn 

qui sont des fonctions continues sur la surface S. 
j® Posons : 



ît: \ dn dn / * 



47: 

Nous ne supposons rien sur les fonctions jx^et ^'\ sinon qu'elles 
sont finies et continues sur S. 

Je dis que Y est alors la somme de deux potentiels newtoniens 
dus Tun à une simple couche, l'autre à une double couche, por- 
tées toutes deux par S. 

118. Commençons par examiner le cas où Ton a : 

Je dis que l'on peut affirmer alors que V est identiquement 
nulle. 

En effet, traçons deux surfaces fermées S/ et S/, très voisines 
de S, l'une intérieure, l'autre extérieure (fig. 80). Soit, de plus, S 
une grande sphère de rayon R entourant S. Appelons T/ l'espace 
compris à l'intérieur de S/ et T/ l'espace compris entre S/ et 2. 
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On a, en vertu de la formule de Green : 



et : 



J(s'o dn J(t'.)Zj\ ^x / 






dV 
dn 



la,'— r V — dco = r y f— VdT 




Fig. 8o. 



les dérivées -i — étant prises toujours suivant la direction de la 

dn * ' 

normale extérieure à la surface sur laquelle on intègre. 
L'intégrale : 

f V -4^d<o' 

«//c'y 



dV 
dn 



a64 
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tend vers une limite déterminée : 



./(S) 



V . ■ , ' d(o' 
dn 



quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de 
formes. Cela prouve que l'intégrale : 



•/(T,, Zj V dx / 



a un sens. Il fallait le montrer, car on ne sait rien a priori de ce 
que deviennent les dérivées : 

av ôv av 

dx ôv dz 

sur S. Tout ce que l'on avait supposé, en effet, ne concernait que 
la dérivée : 



a 



dx 



3-^ 



ÔV 
^ Oz ' 



en désignant par a, ^, y les cosinus directeurs de la normale 
extérieure à S. 

Finalement, on a : 



t/(S) 



^dco'- 



dn 



J[t,)Zà\ ^x / 



Voila un premier point. 
Prenons maintenant l'intégrale : 






. dV 



dn 



dcu' 



et supposons que le rayon R de la sphère S augmente indéfini- 
ment. Puisque Y se comporte à l'infini comme un potentiel new- 
tonien, on peut écrire, dès que R est assez grand : 



< 



M 

r:' 



dV 
dn 



< 



N 



K' 



Soit, d'autre part, une sphère û de rayon 1 concentrique à S. 
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Appelons d? un élément infinitésimal de Cl. On aura : 



'(S) 



IX 



-, dV , ,1 47tMN 
V — ! — dw' < 



(")- ..t' - '^'' 



(S) dn I R 

On voit que Tintégrale étudiée tend vers zéro quand R aug- 
mente indéfiniment. 
Cela posé, l'intégrale : 

dV 
V- 

'(si. 

tend vers une limite déterminée : 



J[%*. dn 






^ dV, 



(S) '^ dn 



do/ 



quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de 
formes. 

On conclut de tout cela que l'intégrale : 



s,ym'- 



a un sens. On a : 



*^(T,)^\ *^x / J(5j tin 



\ 



en vertu des remarques précédentes. 
On déduit de là la relation : 

rintégrale triple étant étendue à tout l'espace. Mais : 

^* dn ^* dn ~^' 

à cause des hypothèses faites. 
D'où : 



!Ym--- 
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Cela prouve que Ton a : 



dx ' Oy ' dz 

en tout point de Tespace. Donc : 

Or V s'annule hrinfini. Par conséquent : 

V=0 



C. Q. F.D. 



119. Abordons maintenant Tétude du cas général. Posons : 




V'= 



en désignant par -^ — une dérivée prise par rapport a x, y, z sui- 
vant la direction de la normale a S en chaque élément db/. On 
voit que V est la somme d'un potentiel de surface et d'un poten- 
tiel de double couche. 

En vertu des hypothèses faites tant sur S que sur jx' et jx", on 
peut affirmer l'existence des quantités : 



dV dV 



dn dn 
De plus, on a : 



et : 



V, — V, = — 47r;ji'' = V, —V, 



dV, dV, ,_, dV. dV, 



-~^ = ^T.XX' = -V^ — 



dn dn ^ dn dn 

conformément aux théortMnes établis pour les simples et doubles 
couches dans les chapitres III et IV. 
Posons alors : 

U=::V — V. 
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notion V est harmonique tant à l'intérieur qu'à l'extérieur 
>; elle est régulière à l'iniini; enfin on a : 

u._u,=o,-^-i^=o. 

* * an lin 

D'où : 

U = 

V = V'. 

Ainsi, la fonction V peut être regardée comme la somme d'an 
potentiel de simple couche et d'un potentiel de double couche. 



120. On peut écrire : 



-=/(-^-^)^-/(v,-v.,^.. 




di- 



Supposons : 



dV 
V = -— ^ = 



Alors : 



-v=X(|^-v,4) 



d(0'. 



On retombe sur une formule connue. 
Supposons maintenant : 

Alors : 

dV. dV.\ dw' 



J{S)\ an du / 



et V est un potentiel de simple couche. Ce cas se présente notam- 
ment si on définit Y au moyen de deux fonctions harmoniques, 
l'une à l'intérieur de S, l'autre à l'extérieur de S, prenant les 
mêmes valeurs sur S. 

121. Balayage d'un domaine. — Considérons un domaine T 
ayant pour frontière une surface fermée S. Soit P un point situé 
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h rintérieur de T, portant Tunité de masse. Désignons par p la 
distance de P à un point M quelconque de Tespace. Le potentiel 
newtonien dû à Faction de P sur M a pour valeur : 

p 

Supposons maintenant qu'on sache construire la fonction de 
Green G relative au domaine T et au point P. On a : 

1 
G = -- —H, 

P 
FI étant déterminée par les relations suivantes : 

AH = dans T 

1 
n=: — sur S. 

P 

Concevons une fonction V qui coïncide avec H à Tintérieur 

de S et avec — h Textérieur. Cette fonction est continue dans 

? 
tout l'espace ; elle se comporte régulièrement à Tinfini ; en outre 

elle est harmonique tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de S. Si 

l'on reprend les notations du paragraphe 117, on peut écrire : 

dV, dV, a dH dG 



dn dn dn dn dn 



D'où : 



^.^ 1 Ç dG 

47: X, dn 



dG àiù' 



en vertu d'une formule établie précédemment (§ 120). 

On voit que V est le potentiel newtonien d'une couche simple 
de matière attirante répandue sur S avec la densité : 



1 dG 



4:1 dn 
en chaque point. 
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1 

A Textérieur de S, V coïncide avec — . Donc, pour un point 

qui n'est pas situé dans le domaine T, le potentiel dû à' la simple 
couche considérée est le même que le potentiel dû à l'unique 
point P. 

A l'intérieur de S, V coïncide avec H, mais on a : 

— >G>0, 

? 

c'est-a-dire : 

0<H<1 

? 

en tout point de T qui n'est ni en P ni sur S. Donc, en tout 
point situé dans le domaine T, le potentiel dii à la simple cou- 
che considérée est plus petit que le potentiel dû à P. 

On sait que --^ — est négatif en tout point de S : cela résulte 

de ce que G est nul sur S et positif a l'intérieur de S. On a 

donc : 

1 dC ^ 
>0. 



:7t 



dn 



Ainsi les masses qui constituent la simple couche dont le 
potentiel est V sont toutes positives. 

Les mêmes propositions sont vraies si le point P, au lieu de 
porter l'unité de masse, porte une masse égale à m. Si m est 
positif, la densité de la couche superficielle que l'on fabrique est 
encore positive en chaque point de S. 

Les mêmes considérations peuvent encore être faites h propos 
de masses distribuées d'une façon quelconque dans T : points 
discrets, volumes, surfaces ou lignes. 

La couche superficielle obtenue s'appelle couche équwalenlc 
aux masses intérieures. L'opération qui consiste à remplacer des 
masses par la couche équivalente porte le nom de balayage du 
domaine T. 

En résumé, on voit que le balayage d'un domaine qui ne con- 
tient que des masses positives ne change pas le potentiel en un 
point extérieur ; il le diminue en un point intérieur ; enfin cette 
opération n'introduit jamais de masses négatives. 
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Remarque. — On a : 

dG 



-— r 



(S) an 



dc»>'=l. 



Donc le balayage, dans le cas d'un point P unique portant 
r uni té de masse, ne change pas la masse totale considérée. En 
d'autres termes, la masse totale de la couche équivalente est 
égalera la masse primitive. 

Il en est évidemment de même dans le cas d*une distribu- 
tion quelconque de masses. 

122. — On peut définir de même une opération qui s*appellera 
le balayage de la région de Tespace extérieure a S. 

Soit P un point attirant portant Tunité de masse située à l'exté- 
rieur de S. Appelons encore p la distance de P à un point M 
quelconque de l'espace. Si G désigne la fonction de Green rela- 
tive au point P et au domaine extérieur à S, on a : 

G = l-H 

P 

avec : 

AU = à l'extérieur de S 

1 
11= — sur S. 

? 

1 
Imaginons encore une fonction V qui coïncide avec — à l'inté- 
rieur de S et avec II h l'extérieur. On a cette fois : 



^TcJsi 



dG dco' 



(Sj dn r 



et Ton voit encore que V est le potentiel d'une simple couche 
répandue sur S avec la densité : 

1 dG 



4:7 dn 

en chaque point. Ici on a : 

dG ^ 
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car le sens de la normale extérieure à la surface S est mainte- 
nant celui de la normale dirigée vers l'intérieur du domaine 
envisagé. 

Sans insister davantage, nous pouvons énoncer les conclusions 
suivantes : 

1® Le balayage ne modifie pas le potentiel à l'extérieur de S. 

2° Le balayage fait diminuer le potentiel à l'intérieur de S. 

3** Le balayage n'introduit pas de masses négatives. 

Ces propositions se démontreraient comme dans le premier 
cas. 

Voyons ^ce qui arrive pour la masse totale : je dis qu'elle a 
diminué. 

En effet considérons une sphère S de rayon R. Supposons R 

assez grand pour que le point P et la surface S soient à l'inté- 
rieur de S. 

La fonction G est harmonique a l'extérieur de S et régulière ii 

l'infini. On a donc : 



Zà r*"-"* r r'* 



et ce développement est valable pour : 

r>R. 

Ilo est une constante. Voyons son signe. 
D'abord on ne peut pas avoir : 

n;<o, 

car, pour R très grand, c'est cette constante qui donne son 
signe à G. Or, nous savons que G est positif à l'extérieur de S. 
De plus je dis qu'on ne peut pas avoir : 

n:=o. 

En effet, si cela était, ce serait II', qui donnerait son signe à G 
pour r très grand. On devrait donc pouvoir écrire : 



Or, posons : 



n;=rpx^. 




I 
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On a : 



Jx;x;dT=o, 



si p =^q, rintégrale étant étendue à tous les éléments de la 
sphère de rayon 1. Prenons : 

p = l, q = 0. 
On déduit de là : 

Jx;dT=o. 

Donc X',, et par suite \\[ ne peut pas avoir un signe constant. 
Donc ni ne peut pas être nul. 
Ou conclut de tout cela : 

n;>o, 



1' 


égalité étant exclue. 


Or 


• 










G- 


r 


H- ' 
^ r* 


^ r» 


-+ 




D'où : 


dG 
dr 


■ .^ 


x; 

r' 


2x; 

r' 


+ 



Lorsque r est très grand, c'est 11^ qui donne son signe. On a : 

n;>o 

X', > 0. 

D'où : 

dG ,, 

dr 

pour r très grand. 

Cela posé, si Ton appelle M la niasse totale de la couche atti- 
rante répandue sur S après le balayage, on a : 









M — 


1 

4:: 


-f- 


dG 
dn 


dw' 


• 








On 


peut écrire . 




















M 


1 

1- 


r dG 

Js) dn 


dw' 


1 


f 


dG 
dr 


dw' 


+ ■ 


1 

4- 


■i 


dG 
dr 



du>'. 
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Or la différence des deux premières intégrales est égale à 1. 
Quant a la troisième intégrale, nous venons de voir qu'elle est 
négative dès que r est assez grand. On a donc : 

M<1. 

La masse totale a diminué par suite du balayage. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique encore sans modi- 
fication si les masses primitives considérées, au lieu d'être con- 
densées en un point, sont distribuées d'une façon quelconque. 

123. — Pour pouvoir faire le balayage d'un domaine T, il faut 
deux conditions : 

1° Savoir former les fonctions de Green G relatives a ce 

domaine. 

dG 
2** Savoir que — j — existe et est intégrable sur le bord du 

domaine T. 

Ces deux conditions sont remplies s'il s'agit d'une sphère. On 
sait donc faire le balayage d'une sphère. 

Avant de montrer les conséquences que l'on peut tirer des 
théorèmes précédents, nous allons revenir sur quelques-uns de 
ceux-ci en nous plaçant dans le cas particulier où il s'agit du 
balayage intérieur d'une sphère. 

124. Balayage d'une sphère. — Soient (Gg. 81) une sphère S 
de centre O et de rayon a. Appelons M un point situé à l'intérieur 
de la sphère et M' un point situé au centre de gravité de l'élément 
dco' de la surface de la sphère. Posons : 



OM = p, OM' = a, MM'=r. 

Imaginons maintenant dans l'espace une distribution de matière 
attirante pour laquelle la densité soit [jl au centre de gravité de 
l'élément de volume dx. Désignons par V le potentiel ainsi 
engendré. On a : 

en appelant V, le potentiel dû aux masses intérieures a la sphère 
et V, le potentiel dû aux masses extérieures. Le bahiyage a pour 

POixcARÉ. Potent. Newt. iS 
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effet de remplacer chaque masse [xdT située à Tintérieur de la 
sphère par une couche équivalente répandue sur la surface et 
ayant pour densité en M' : 

a* — p* 
Il résulte de là que la densité en M' de la couche équivalente 




Fig. 8i. 

finale, une fois qu'on a terminé le balayage, est donnée par l'in- 
tégrale triple : 

étendue à la sphère considérée. Posons alors : 

n =r^dc»>' 

J(S) r 
U =V 

Kn supposant ^>Qy on a : 

|jl'>0, y!'>Q. 



D'où : 



U,>0, U,>0. 
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D'autre part : 



Prenons : 



On a finalement : 



U, = V,... à l'extérieur de S 
Uj< Vj... a l'intérieur de S 



U = V... à l'extérieur de S 
U < V... à l'intérieur de S 

et d'ailleurs U est positif et continu dans tout l'espace. 

Les mêmes conclusions sont encore vraies si V est un potentiel 
dû a des distributions superficielles ou linéaires. On le démon- 




Fig. 8a. 

trerait exactement de la même façon. Nous n'insisterons donc pas 
davantage sur ce point. 

125. Théorème de Harnack. — Soit une sphère S de centre 
et de rayon a. Prenons un point M à l'intérieur de la sphère et 
posons (fig. 82) : 

OM = p. 
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Considérons maintenant une suite illimitée de fonctions : 

V V V 

harmoniques et positives dans S. Désignons par : 

les valeurs de ces fonctions en un point \F situé au centre de 
gravité de l'élément dw' de la surface de la sphère. 
Nous avons prouvé (§ 97) que, si la série : 

est convergente, sa somme : 

V == S V» 

est une fonction harmonique dans S. 
On a : 



'(S) 

en posant : 






Soit alors une sphère S concentrique à S et de rayon h inférieur 
à a. Supposons que le point M soit h Tintérieur de S. Posons : 



«2 o« 



» — P 



47îar^ 

On a : 

r>a — p > a — b 

et : 
D'où : 



6< 



a^ 



4 ira (a — b)' 



Appelons B^ cette limite supérieure de 6. On voit que l'on peut 
écrire : 

v.<B.j;^v.'du,'. 
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Si donc la série : 

r v;dco'+ r v;dco'+...-f. Ç v(dui'+ ... 

•/(S) J(S) J(SJ 

est convergente, la série : 

V, + V,+ ...+Vi+... 

Test elle-même, et sa convergence est uniforme. 

Nous avons vu (§ 97) que Ton peut aussi assigner une limite 
supérieure B, aux trois quantités : 





> 


de 


> 


de 

dz 



Donc les séries : 



E 



dV^ 
dx 



V ûV. V dV, 

Zj-dT' 2j 



dz 



sont absolument et uniformément convergentes quand la série : 



Z^/(S) 



V.'dw' 



est elle-même convergente. 

11 en est encore de même pour les séries : 



Zl dx* 

^ d'V, 



1 



1 
1 



dy» 

d'V. 
dz» 



dydz 

Yd'v. 



^ dzdx 

d'V, 
ôxôy 



s 



et en général de toutes les séries déduites par dérivation terme à 
terme de la série : 

Cela se voit toujours par le même procédé. 

Nous avons conclu de tout cela, au paragraphe 97, que la fonc* 
tion V est harmonique à l'intérieur de la sphère, si la série : 



y rv'.du,' 



^Je'(S) 



est convergente 
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Nous voulons aller un peu plus loin à présent et montrer que la 
série : 

est convergente, si la série : 

ÏV. 
est convergente en un point M^ de la sphère. 

126. Appelons : 

les valeurs des fonctions : 

V V V 

au point M^. Posons d'ailleurs : 



OM, = p„ M,M' = r,. 
On a : 

■ 



__ r (a' - p'o) ^jàio' 



'(S) 4^^»^», 



Mais on peut écrire l'inégalité : 

ro<a+Po- 



D où : 



ce qui donne : 



a'— p'o ^ a — p, 
47îar% 47îa (a+p^)* ' 



47wa(a + pJ* c/{s) 



et enfin : 



en posant : 



rV',dco'<N\^, 

•/(S) 



1 a— Po 



N 4ra(a+p,)* 

Or, par hypothèse, la série : 
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est convergente. Donc il en est de même de la série : 



SX^'"'"' 



C. Q. F. D, 

127. Considérons uu dimiainf Tlimitt' par une shHucp fermée S. 
(!e duniuinc est supposé connexe, miiis d'un ordre de connexion 
i|iieU'unque. 

Soit une suite illiniil.-o do fonctions liurmonî fines : 

V,V^.., V,... 
di'Hiiies et positives d;ins T. Je dis que, si la série : 

est convergente en nn point M,, de T, elle est convergenle en loul 
point de T. 

I':n elVet. prenons «u point M (|iieU-oni[ne situe il llnlérieurde T. 




■e (pu 



Si le piiiiit M esl contenu diins une sphé 
le point XI„ et qui soit lonl enlii-re à iiulêrieur de T, In proposi- 
tion est évidente : en effet, chacune des fonctions V, esl hiinno- 
nique et positive dans cette sphère, en sorte qu'on est r ' 

s le p:iragriiphe précêdi 



s étudié dan 
Supposons 



maintenant (fig. 83i ipi u 



puis 



:l8o 
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aucune sphère remplissant les conditions prescrites, mais que 




Ton puisse trouver dans T un point M^ tel qu'il existe deux 
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sphères, Tune contenant M^ et Mj, l'autre contenant M^ et M, et 
toutes deux contenues dans T. Alors, en vertu de la remarque 
que nous venons de faire, la convergence de la série : 

en Mq entraine sa convergence en M^ et celle-ci à son tour 
entraine la convergence en M. La proposition énoncée est donc 
encore vérifiée. 

En général, à cause de la connexion du domaine T, on peut 
tracer un chemin continu allant de M^ en M sans sortir de T. Sur 
ce chemin, il est manifeste que l'on peut trouver un nombre 
limité de points (fig. 84) : 

tels qu'il y ait toujours une sphère contenue dans T et contenant 
a son intérieur deux points consécutifs M„ et M^^j. La démons- 
tration du théorème en question peut alors se faire de proche en 
proche. La série : 

est convergente en M^; donc elle Test en Mj, comme on le voit 
en considérant la première sphère. La convergence en Mj 
entraîne la convergence en M,, comme on le voit en considérant 
la deuxième sphère. En général, la convergence en M„ entraîne 
la convergence en M„^,, comme on le voit en considérant la 
(n-|- l'^) sphère. Il est clair qu'après un nombre limité d'opéra- 
tions on sera assuré de la convergence en M. 

C. Q. F. D. 

128. Voici une importante application des théorèmes précé- 
dents. 

Soit un domaine T limité par une surface fermée S. 

Considérons une fonction O définie et continue en tout point 
de S. Nous regarderons cette fonction comme donnée. De plus 
nous supposerons qu'elle est positive et non nulle en tout point 
de S. 

Cela posé, traçons une sphère Û assez grande pour contenir 
toute la surface S a son intérieur. On peut toujours imaginer une 
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fonction U définie et continue dans û, positive et non nulle dans 
le même domaine, prenant enfin les valeurs ^ sur S. 

Donnons-nous maintenant une suite de nombres positifs : 

tels que la série : 

soit convergente. On sait qu'il est possible de construire une 

suite de fonctions : 

P P P P 

définies dans Û et holomorphes en tout point de ce domaine, de 
telle façon que Ton ait : 

0<P„<e„ 

pour toutes les valeurs de Tindice n et que la somme de la série 
absolument et uniformément convergente : 

P, + P,+ ... + P.+ ... 

soit la fonction U donnée. On peut, par exemple, s'arranger de 
manière que les fonctions P| soient des polynômes entiers 
enx,y, z. 

Supposons alors que Ton sache, pour toutes les valeurs de 
rindice n, former une fonction V» harmonique dans T et prenant 
sur S les mêmes valeurs que P^. On a : 

0<V.<e.. 
Donc la série : 

dont tous les termes sont des fonctions harmoniques et positives 
dans T, est absolument et uniformément convergente en tout 
point de T. En vertu du théorème de Harnack, nous concluons 
de là que la somme V de la série précédente est une fonction 
harmonique dans T prenant sur S les valeurs <ï>. 

Nous çoyons par là que l'on saura résoudre le problème de 
Dirichlet dans le cas le plus général dès quon saura le résoudre 
en supposant que la fonction cherchée prenne sur S les mêmes 
i>aleurs qu'un polynôme donné. 
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Remarque. — Nous avons supposé pour plus de simplicité, 
dans la démonstration précédente, que la fonction donnée ^ était 
positive et non nulle en tout point de S. On peut toujours se 
placer dans ce cas pour résoudre le problème de Dirichlet. 

En effet supposons que ^ ait un signe quelconque. Posons : 

|<ï»|<M...(M = C**). 
On peut toujours écrire : 

<> = M— (M — <>). 

On a : 

M — <ï>>0. 

Soit V une fonction harmonique dans T prenant sur S les 
valeurs M — <ï> : nous admettons qu'on peut la déterminer. Cela 
posé, il est clair que la fonction : 

M — V 

est harmonique dans T et prend sur S les valeurs 4>. 

129. Méthode du balayage. — Proposons-nous de construire* 
une fonction V harmonique dans un domaine T limité par une 
surface fermée S et prenant sur S les mêmes valeurs qu'un 
polynôme donné P. 

Commençons par tracer une sphère Û contenant a son intérieur 
tout le domaine T. 

Cela posé, il est possible de trouver une infinité de sphères Q^ 
formant une suite à indices entiers positifs et jouissant des pro- 
priétés suivantes : 

1® Chacune des sphères Ù^ est tout entière intérieure à T. 

2^ Tout point de T est intérieur à Tune au moins des 
sphères ûi. 

Concevons, en effet, une succession de nombres positifs : 






décroissants et tendant vers zéro. Imaginons maintenant une série 
de régions : 

x\ I • ^^a ) * * * i y ' ' * 

s'enveloppant mutuellement et tendant a se confondre avec T. 
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La région Rt par exemple est définie comme étant l'ensemble de 
tous les points de T dont la distance minimum h S est supérieure 
à Oc Traçons une triple série de plans parallèles aux plans coor- 
donnés, Técartement de deux plans consécutifs de la même série 

étant un peu inférieur a — p=- . La région Rj est ainsi partagée en 

un nombre limité de cubes dont la diagonale est légèrement infé- 
rieure il 0|. Il est clair que ces cubes sont tous intérieurs à T. 
D'ailleurs tout point de R| appartient à Tun de ces cubes. 

Appelons : 

ôi — e» 

la longueur de la diagonale d'un de ces cubes. A chaque région 
Ri est attaché un nombre positif Ci inférieur à ô|. Nous supposons 
que la suite : 

soit convergente et ait zéro pour limite. 

Cela étant, du centre de chacun des cubes obtenus, décrivons 

une sphère ayant pour rayon Sj — ~ . Nous construisons ainsi 

un nombre limité de sphères : 

Toutes ces sphères sont intérieures à T et tout point de Ri est 
intérieur à Tune au moins de ces sphères. En faisant la même 
opération pour chaque région Ri, on obtient une série de sphères 
remplissant bien les conditions prescrites : 

1® Toutes ces sphères sont intérieures à T. 

2** Tout point intérieur h T, étant intérieur aux régions Ri à 
partir d'une certaine valeur de i, est intérieur h Tune au moins 
des sphères considérées. 

3® L'ensemble des sphères précédentes est dénombrable, 
puisque l'ensemble des régions Rj l'est lui-même et qu'il ne cor- 
respond à chaque région R| qu'un nombre limité de sphères. 

La proposition annoncée est donc établie. 

Nous considérons les sphères 12| dans l'ordre suivant : 

de manière à considérer chacune d'elles une Infinité de fois. 
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130. — Prenons maintenant le polynôme donné P et formons 
l'expression AP. Supposons d'abord que Ton ait : 

AP<0 

en tout point de Û. Nous verrons ensuite comment on peut lever 
cette restriction. 
Posons : 

'dT 



' J(o) r 



et : 

AP 



[-' = - 



4?: 

On a : 

[x'>0, \Vo>0. 

De plus, \Vç est le potentiel newtonien d*un volume attirant. 

D'où : 

AWo = — 47:[x' = AP 

en tout point de Û. 

Effectuons maintenant le balayage de chacune des sphères Q^, 
en prenant celle-ci successivement dans Tordre indiqué. Soit 
Wi ce qu'est devenu le potentiel Vs\ après la i* opération. On a 
évidemment, en vertu des propriétés du balayage : 



w. ^ ^v. _ , 

en tout point de Û. D'autre part, on peut écrire : 

W.>0, 

puisque le balayage n'introduit jamais de masses négatives. 
Considérons la suite : 

\V,\V,...\V| 

Elle est convergente, puisqu'elle est formée de termes tous 
positifs qui vont toujours en décroissant ou du moins qui ne 
croissent jamais. Soit W la limite de cette suite : \V est une 
fonction définie en tout point de û. 
On a évidemment : 

\V,>\V>0. 



u86 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

Étudions les propriétés deW. 

Considérons une sphère Û« quelconque. Elle est balayée une 
infinité de fois, aux opérations numérotées^ par exemple : 

Considérons les fonctions : 

W W \V 

KUes forment une suite convergente ayant W pour limite. D'ail- 
leurs^ on a : 

AW.j = 0... dansÛ. 

quel que soit i. Mais on peut écrire : 

w = - w.. + { w.. — w., ) + . . . + (W.^ _^ — w.,) + .. . 

Tous les termes de cette série sont des fonctions harmoniques 
dans Î2« ; ces fonctions sont positives dans le même domaine, à 
Texception de la première ; enfin la série envisagée est conver- 
gente en tout point de îî». Donc, en vertu du théorème de Ilar- 
nack, la fonction W est harmonique dans Û«. Mais étant donné 
un point quelconque de T , on peut toujours trouver une 
sphère i2« au moins qui contienne ce point à son intérieur. On 
voit par là que la fonction \V est harmonique en tout point de T. 

131. Voyons quelles sont les valeurs prises parla fonction W 
sur S. 

Supposons que la surface S possède en chacun de ses points 
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux 
bien déterminés. Soit M^ un point de S. Voyons vers quelle 
limite tend W quand le point courant M(x,y,z), d'abord situé à 
rintérieur de T, tend par un chemin quelconque vers M^. 

En vertu des hypothèses que nous venons de faire, on peut 
construire une sphère S^ tangente extérieurement à S en M^. 
Construisons une fonction U jouissant des propriétés suivantes: 

AU=0 à l'extérieur de S^ 

U=Wo sur S, 

U=0 à l'infini. 
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Sachant résoudre le problème de Dirichlet pour la sphère, nous 
savons former la fonction U. 
Ou a évidemment : 

en tout point M de T. Mais, quand M tend vers M^, U et W„ 
tendent vers la même limite. Il en est donc de même de W. 

Ainsi \V prend sur S les mêmes valeurs que W^ 

Finalement, on a : 

AW = 0... dansT 
\Y = \V„... sur S 

pourvu que S ne présente aucune singularité. 

132. Posons maintenant : 

V = P— \v,+w. 

On a: 

AWo=AP 

AW = 0. 

D'où : 

AV = 0. 

D'autre part, il est manifeste que V prend sur S les mêmes valeurs 
que le polynôme donné P. 

Le problème de Dirichlet est donc résolu dans le cas particu- 
lier où nous nous sommes placés. Mais nous savons que le théo- 
rème de Harnack permet de passer de ce cas particulier au cas 
général. Donc le principe de Dirichlet est complètement établi, 

133. Nous avons supposé : 

AP<0 

dans û. Cela ne restreint pas la généralité. En effet, on peut 

toujours écrire : 

p = p p 

les polynômes P, et P^ étant choisis de façon que l'on ait : 

AP,<0, AP,<0. 
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La méthode précédente permet de trouver deux fonctions : 

Vt et V, 

harmoniques dans T et prenant sur S respectivement les mêmes 

valeurs que : 

P, et P,. 

Posons alors : 

V = V V 

11 est clair que la fonction V est harmonique dans T et prend 
sur S les mêmes valeurs que P. 

134. Ajoutons, pour terminer, que la méthode précédente 
s'applique encore avec succès si la surface S présente un nombre 
limité de points coniques ordinaires. On trouvera une discussion 
complète de ce cas au tome XII de V American Journal of Mathe- 
mativs, (II. Poincaré. — Sur les équations aux dérivées partielles 
de la Physique mathématique, § 1.) 



CIIAPITHE vm 



RtlSOLV'llON DU rilOUl.l^ME I)K UlRICllLiri' 
l.A Mi;TI1011K I)K .NKLMANN 



135- Principe de la méthode de Neumann. — l.u iiu'lluiJe du 
biilayuge, cxpuséc au cliajtilre préct-di-cil, l'oiu'iiit iint- dt-inuiis- 
tnilion rignureiisc et frOiiéralc du Principe de /Jiiic/ilef. I.a 
méthode de Neinnann, dont nous allons nous occuper ninintc- 
niint, a le in^iiic luit. Au point de vue de hi généralité, elle est 
Inréi'Ieiirc a la niélliodL- du balaya|re. IMais elle a l'aviuUnge de 
bien inetlrc eu évidence ridentifé des fonctions hai<nio]ii([iics el 
des potentiels newiouieiis. 

Nous étudierons eoncuirenimeut le problème intériuiir et le 
problème extérieur de Dirieblel. \ous nous placerons diins le 
ea» de l'espace ii trois dimensions. Mais ee n'est ijue pour li.xer 
les idées. Un verra sans peina <[ne les raisonnements peuvent 
encore être (ails ipiel (|ue soit le immbre des variables indépen- 
dantes. 

Considérons une surface feriii.'c S llmitarjt tin diiLiiiiliLe imé- 
rieur T el nu domaine citérieu. T . Nous su|)poseroiis (|ue la 
surface S possède en eliactni de ses points un plan laiigeiil 
unii|ue et deu.x raviuis de conrlnire principaux bien déterminés. 
Cela posé, nous voulons résoudre le problème de Uiriehiel il la 
fois pour le domaine T et pour le diimaine T', 

1-a métliode de \eninann consiste « chercher une double couche 
portée par S dont le poleiiliel uewtonien soit précisément la 
l'onction harpuonii|ne inconnue (|ne l'on veut conslruii'e. 

Nous verrons i|ue l'on peut toujours réussir ii détei'mincr la 



double couche 



Mai 



pour 



dai 



roblèm. 
I plus ; 



Il . 
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facile de se rendre compte de cette dernière particularité. Soit V 
une fonction harmonique à l'extérieur d'une sphère de rayon R 
et régulière à l'infini. On a : 

? P 

en appelant : 

des fonctions sphériques et en posant : 

Ce développement est valable pour : 

p>R. 

Supposons que V soit un potentiel newtonien. Alors on peut 

écrire : 

lim^-y. pV = M, 

M étant la masse totale qui engendre le potentiel V. Si ce poten- 
tiel est celui d'une double couche, on a : 



Mais, en général : 



Cela entraîne donc : 



M = 0. 



M=XV 



X'. = 0. 



Par conséquent, une condition est requise pour qu'on puisse 
résoudre le problème extérieur de Dirichlet au moyen du poten- 
tiel d'une double couche. 

Nous verrons d'ailleurs que l'on parvient toujours h résoudre 
le problème extérieur en superposant sur la môme surface S une 
simple couche et une double couche de matière attirante. 

136. Rappelons d'abord, en quelques mots, les propriétés fon- 
damentales des potentiels de double couche. 

Soit W un pareil potentiel. C'est une fonction régulière à 
l'infini et harmonique en tout point de l'espace, sauf sur la surface 
môme qui porte la double couche. 
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Lorsque le point courant M se rapproche indéfiniment d'un 
point yi^ de S en restant intérieur \\ S, W tend vers une limite 
que nous désignerons par V. Lorsque M tend vers M^ en restant 
h l'extérieur de S, W a encore une limite que nous désignerons 
cette fois par V. Si [jl est la densité de la double couche au 
point Mq, on a : 

V— V' = — 47WJX. 

Enfin la valeur de W en M^ est : 

V-f-V 



2 

Nous supposons ici la matière attirante qui constitue la double 
couche répandue sur une surface fermée S. Les éléments dco' 
de S sont alors regardés comme ayant leurs cotés négatifs tour- 
nés vers l'intérieur de S. Quant à l'angle solide d^ sous lequel 
dco' est vu du point x, y, z, il est positif ou négatif suivant que Am' 
est vu par sa face externe ou par sa face interne. 

137. Soit <I> une fonction donnée, définie en tout point de S, 
uniforme et continue dans le même domaine. Appelons A un 
paramètre réel. 

Proposons-nous de déterminer une double couche portée par S, 
de telle façon que son potentiel W satisfasse au voisinage de 
chaque point de S à la relation : 

V — V'=Â(V + V) + 2<ï>. 

C'est ce que j'appellerai le problème de Neumann, 
Supposons ce problème résolu et faisons : 

x=i. 

Le potentiel W correspondant vérifiera la relation : 

V'=— *. 

Le problème de Dirichlet extérieur est ainsi résolu. 
Faisons maintenant : 

).= — 1. 
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Le potentiel W correspondant vérifiera la relation. 

v=a>. 

Cette fois, ce sera le problème de Dirichlet intérieur qui sera 
résolu. 

Finalement, on voit que nous sommes ramenés a la recherche 
du problème de Neumann. 

138. Considérons W comme une fonction de À. Admettons 
que W puisse être développé en série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de X. On a alors 

w=^v,+Mv, + ... + A•^V|+... 

(1) V = V', + \\\ + . . . + >}\\ + . . . 

u = u, + AU, + ... + w, + ... 

Voyons si de pareilles séries peuvent vérifier toutes les conditions 
imposées à la fonction W que Ton cherche. 
D'abord il faut, pour cela, que Ton ait : 

AWo = 0, A\V,=:0,... AWi = 0... 

en tout point de l'espace, sauf sur S. Cela aura lieu si nous pre- 
nons pour : 

les potentiels de certaines doubles couches, 
^laintenant la relation : 



V — V=A(V + V) + 2cI> 



donne : 



V.-V,''=24. 



V.-V'. = V„ + V'. = 2U. 
V.-V'. = V. + V'. = 2U. 

V. — V'. = V,_. + V'._. = 2U,_ 
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Si Ton appelle : 

les densités des doubles couches dont les potentiels sont respec- 
tivement : 

on sait que Ton doit avoir : 

V.-V', = -47:;a. 
V.-V'. = -4:ra. 
V.-V'. = -47:.u, 

Vi — V, = — 47:jAi. 



D où : 



* 

1*0 "Y" 









^= — 



2rw 



ce qui détermine de proche en proche les densités des doubles 
couches envisagées. 

Cela posé, nous avons deux questions à résoudre : 

1® Peut-on construire les séries (1)? 

2® Ces séries sont-elles convergentes ? 

C'est ce que nous allons examiner. 

139. Développement de la méthode de Neumann. — Posons pour 
abréger : 



2- 



Prcnons : 
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^V^ sera le potentiel d'une double couche portée par S. Donc la 
fonction Wj sera régulière à Tinfini et harmonique en tout point 
de l'espace non situé sur S. 
D'autre part, on aura bien : 

V.-V'. = — 47:;;^. 
et, si Ton pose : 

^' ï^' 

on pourra écrire : 

V.-V'. = 2U._,. 

Donc W| remplira toutes les conditions prescrites. 

Les fonctions W| peuvent être formées de proche en proche a 
partir de la fonction 4> donnée. 

En effet, on a d'abord : 

Maintenant, W^ étant connu, il est clair que V^ V'^ U^ le sont 
aussi. Donc on peut calculer [jl^. D'où : 

Kt ainsi de suite. 

Finalement on peut écrire : 

w,=j;*d6' 

w.=Xu„dô' 



w.= r u, _ . dô' 

JlS) 



Donc les fonctions Wi peuvent Hia formées de proche en proche 
et, par suite, les séries (1) peuvent être construites sans ambi- 
guïté. 



RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICNLET agS 

Remarque. — Si Ton a : 

^ = 1, 

il est clair que W\ égal a 

2 en tout point de T 

1 en tout point de S 

en tout point de T 

car : 

I dft' = 2...six,y,z est dans T 

I dO' = 1 . . . si X, y, z est sur S 

I dô' = 0. . . si X, y, z est dans T'. 

140. Étudions maintenant les fon.etions W|. 

Supposons que la surface S soit convexe et possède en chaque 
point des rayons de courbure finis. Nous excluons ainsi de nos 
considérations les surfaces qui ont des portions planes ou cylin- 
driques. 

Ces hypothèses ne sont pas toutes indispensables. Neumann 
a étendu sa méthode ii toutes les surfaces qui ne sont pas biètoi- 
lées, c'est-<H-dire où tous les plans tangents ne vont pas passer 
par Tun ou Tautre de deux points fixes (comme cela aurait lieu 
dans le cas d'un cube ou dans le cas du solide commun à. deux 
cônes). Mais, pour simplifier, nous nous bornerons au cas, déjà 
très général, qui a été signalé. 

Figurons la surface S (fig. 85). Soit M' un point de cette sur- 
face situé au centre de gravité de Télément dco'. En vertu des 
hypothèses faites sur la nature de la surface S, on peut tracer 
une sphère I> tangente a S en M' et contenant toute la surface à 
son intérieur. Soit O le centre de cette sphère ; désignons par A 
le point de S qui est diamétralement opposé à M' ; il est clair 
que M'A est la normale a S en M'. 

Supposons miiintenant que le point courant x,y,z vienne se 
placer sur S en M. Joig^nons MM' et posons : 

MArA=='}. 
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On a évidemment : 



A 



4W 



cos '^ ^ 0, 

quel que soît le point M, puisque la surface S est convexe. 
Ici do-' est constamment négatif, d'après nos conventions, car. 




Fig. 85. 

la surface S étant convexe, on n'en peut voir, quand on se place 
sur elle, que le côté interne. On a donc : 



dT'= — 



doj' cos'l 
MM'' 



si l'on remarque que dar' est, en valeur absolue, l'élément de la 
sphère de rayon 1 décrite de M comme centre dont la perspec- 
tive sur S est dco'. On conclut de là : 



d6' = 



1 dw'cos'i 
2î: MM'' 
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Posons maintenant : 

M'A=2R, 

en appelant R le rayon de la sphère 2. La sphère S a pu être choi- 
sie de façon que la même valeur de R convienne pour tous les 
points M' de S. On a : 

M'B = M'Acosi, 

B étant le point où M'M coupe 2. puisque le triangle M'BA est 
rectangle en B. D'autre part : 



de'>o 



et : 



1 dc/cos'} 



car : 



D'où : 



^^ M'B^ 



MB > MM'. 



,-, dco 

d6'> 



d6'> 



SrAV cos i 
d«o' 



8iîR' 



Posons : 



' =M. 



StîR 



On a finalement : 

d6'>Mdco'. 

Cette inégalité nous servira tout à l'heure. 

141. Considérons LV C'est une fonction continue sur S. Donc 
elle a une limite supérieure Gj et une limite inférieure IIi. Ecri- 
vons : 

Si le point M est situé sur la surface S, on a : 

' > l H 1 = ^ i + 1 • 
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Donc, en désignant (fig. 86) par U'i la valeur de Uj en M', on peut 
écrire : 




Dans ces conditions : 



Or: 



Donc on peut écrire : 



On en conclut : 



W 



./(S) 



Si M se déplace sur S, Uj^i varie et 
atteint son maximum G^^i en un cer- 
tain point Mq et son minimum H|^, en 
un certain point M^. Appelons alors : 



_2T:d6', — 2irde; 



09 



2irde; 



les angles solides sous lesquels do)' 
est vu respectivement des points : 

M, M„ M,. 



t/(S) 

H.,, = Tu; de;. 
Jd6i=|'de; = i. 






D'où : 



G| >Gi ^ j. 

Ainsi les quantités G^ vont en décroissant quand i augmente. 

On voit de même que les quantités Hi vont en croissant quand I 
augmente. 

D'autre part, on a : 

d9i>Mdco' 



et 



D'où : 
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à% > Mdco'. 



De même : 



G,— G.,, = r(G.-u;)dô; 

G, — G, ^ , > M r (G, — UJ) dw'. 
H... — IIi>m/'(U|— n.)dw' 



Ajoutons membre à membre : 

(G. _ II,) _ (G. , . - II, , > -M f_ (Gi - II.) d<o'. 



\ / 



Enfin : 

(G,— IIO - (G. . , -n, , .) >M (G,- II.) f dco'. 

En outre, l'on a : 

Jf clco'= S, 

S étant Taire de la surface S. 
Posons : 

MS = 1 — a, 

p. étant déterminé par cette égalité même. On peut écrire alors : 

Gi + i — ni + ,<u (Gi — Ili). 

Comme on a évidemment : 

G»,» — IU,>0, G. — ni>o, 

on déduit de la : 

IJL>0. 



Maïs : 

M 

Donc : 

1 — u>0. 



rdco'>o. 
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Bref: 

0<IJL<1. 

Os inégalités vont jouer un rôle essentiel dans nos raisonne- 
ments. 

Considérons les diflerences : 

C'o - H, 
G. - H. 



G, — II 



• • 



On a : 

G,-ii.<(G,-ig(* 

G,-H,<(G.-II.)ix 

G.-lIi<(G._. — Hi_.){*. 
Multiplions membre à membre : 

G.-H,<(G,-ig{x' 

Posons : 

G,-1I,= A; 

A est une constante bien déterminée et on a : 

G,— H,<A[x', 

pour toutes les valeurs de l'indice i. Cela montre que la diffé- 
rence : 

G. - II. 

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. La série : 

S(G|-II.) 

converge comme une progression géométrique décroissante, 
puisque [jl est inférieur à Tunité. 

Kn résumé, les quantités G, forment une suite de termes supé- 
rieurs à Hj, qui vont toujours en décroissant ou, du moins, qui ne 
croissent jamais et les quantités IIj forment une suite de termes 
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inférieurs à G,, qui vont toujours en croissant ou, du moins, qui 
ne décroissent jamais. Donc les deux suites G| et II^ sont conver- 
gentes. Mais la différence : 

G. -H, 

reste toujours positive et tend vers zéro quand i augmente indéfi- 
niment. Donc les deux suites Gi et llj définissent la même limite. 
J'appellerai G la limite commune des deux suites G| et \\,, 

142. Premier cas. — C = 0. 
On a constamment : 



Si on suppose : 



on peut écrire : 



Mais on sait que : 



Donc : 



Gi>C>II,. 



G = 0, 



Gi>0, IIi<0. 



G, — IIi<A;jL» 



Gi<AiJL' 

— Il, < AjJL» 

dans le cas actuel. En d'autres termes, les séries : 

SGi 
et: 

convergent ii la façon d'une progression géométrique décrois- 
sante. 

D'autre part : 

V.-V'i = V._t + V',_,=2lU. 
et : 

V/ ^^ + ^'t ^' ^ ' TT TT 

V 1= »2 2 — — *-i -1- 
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Mais, puisque l'on a : 



on peut écrire : 



On conclut de là : 



c'est-à-dire : 



G,<A(*' 
— "i<A}*', 

IU.l<Ajx'. 

|V,|<Ajx'-4-Af.'-' 
|V',|<Ajx' + A;x'-', 

|V.|<Bj*' 
|Vi|<Bjx., 



en posant : 



B 



=K'-t) 



Maintenant, W| est une fonction régulière a Tinfini et harmo- 
nique tant à rintérieur qu'à l'extérieur de S. C'est donc sur la 
surface S elle-même que W| atteint son maximum et son mini- 
mum. Kn d'autres termes, on a : 

|\Vi| < max I Vi|... dans T 
I Wi| < max| V'j|... dansT'. 

D'où finalement : 

I W. I < Bix'. 

aussi bien à l'intérieur qu'a l'extérieur de S. 

143. Reprenons la série : 

Wo + aW, + . . . + V\\\ + . . . 

On a, en vertu de ce qui précède : 

)J\V.|<B|Â[jL|'. 



Donc la série envisagée est jabsolumcnt et uniformément conver 
gentc si : 

ivi<i, 
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c'est-à-dîre si : 

p.|<— • 

V- 
Or nous savons que : 

< [A < 1 

Donc la série est convergente pour X ^ -|- 1 et pour ).== — 1. 
144. Faisons : 

et désignons par W la somme de la série convergente : 

Il est clair que W est une fonction de x, y, z bien définie en tout 
point non situé sur S et régulière à Tinfini. 

Je dis que W est une fonction harmonique en tout point de 
Tespace, sauf sur S. 

Kn effet, il en est ainsi de chacune des fonctions Wj. Or on peut 
écrire : 



car la série : 



SB y. 



I 



dont tous les termes sont des constantes, est convergente. Mais 

on a : 

|W.|<B;jl'. 

D'où : 

Bjx'+W,>0. 

D'autre part : 

Bja' + Wi<2Bjx'. 

Ainsi la série : 

a ses termes tous positifs et est uniformément convergente. De 
plus tous ses termes sont des fonctions harmoniques tant à 
l'intérieur qu'à l'extérieur de S. Donc sa somme, en vertu du 
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théorème de Harnack, est une fonction harmonique dans le même 
domaine. 

On peut dire la même chose de la somme de la série : 

puisque celle-ci est une constante. 

En définitive, W est une fonction harmonique en tout point 
de Tespace qui n'est pas situé sur S. 

145. Reprenons le cas où A a une valeur quelconque et voyons 
ce qui arrive quand le point x, y, z tend vers un point M^, de S 
en restant toujours a l'extérieur de S. 

Dans ce cas, on a : 

lim y\\ = V'j 

par définition. Mais : 

V'.= U,-U._.. 

D'où : 

lim \\\ = U„ — <ï» 

lim ^V, = U, — U„ 



limW, = Ui — U,_, 
La série : 

(U.- *) +). (U, - uj + ... +).'{u. -U,_,)+ ... 

est convergente. D'autre part, la série : 

est elle-même uniformément convergente. On conclut de là 

limW=^À'(U,-U,_,), 

en vertu d'un théorème bien connu de la théorie des séries, 
Tout ce qui précède suppose : 



1 
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Cela s'applique sî A est égal a 1. Dans ce cas, la série : 

^).'(Ui-U._,) 

se réduit à : 

(U.-*)+(U.-U.) + (U.-U,) 

c'est-à-dire à la fonction donnée <I> changée de signe. On a donc : 

lim\V = — <>, 

quand le point x, y, z tend vers un point de S en restant à l'exté- 
rieur de cette surface. 

Comme la fonction 4> est arbitraire, on voit que le problème 
de Diric/iletf en ce qui concerne le domaine T' extérieur à S, est 
complètement résolu. 

146. Faisons maintenant : 

À= — 1. 

Les mêmes raisonnements peuvent être répétés. On peut écrire : 

\v = (B + ^v,)+(BIx-^v,)^-(B^x'^-^v,)^-... 

+ [iV+(-i;'w,] + ... 

— SBjx'. 

Le théorème de Ilarnack montre encore que W est une fonction 
harmonique. 

Cette fois, on trouve que : 

limW= 4>, 

quand le point x, y, z se rapproche indéfiniment de S en restant 
toujours intérieur à T. 

Le problème de Diric/ilet, en ce fjui concerne le domaine T inté- 
rieur à S, est donc complètement résolu. 

En définitive, le principe de Dirichlct est établi, dans le cas 
où la constante C est nulle. 

147. Deuxième cas. — C^^i^O. 
Occupons-nous d'abord du problème intérieur. 

Prenons la fonction donnée 0. Sa connaissance conduit à la 

POINCA.RÉ. Potcnt. Ncwl. 90 
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connaissance de la constante C qui, par hypothèse, est ici diffé- 
rente de zéro. 

Changeons maintenant <> en 4> — C, et refaisons les mêmes 
calculs. Il est clair que Uj, devient : 

Ç (^ — C) d9' 

c'est-h-dire : 

n — r CdÔ', 

^ J(S) ' 

ou enfin : 

u,— c 

De même U, devient U, — C et, en général, Uj devient U4 — C. 
Dans les mêmes conditions, les quantités : 

Gi et Hi 

deviennent : 

Gi — C et II| — C. 

Alors la nouvelle constante C se déduit de la première par 
soustraction de C : elle est nulle. 

On est ainsi ramené au cas où C est nul. On peut donc résoudre 
le problème de Dirichlet, en se donnant les valeurs de 4> — C 
pour valeurs de la fonction harmonique cherchée sur le bord du 
domaine T. 

Soit W la solution obtenue. C'est une fonction harmonique en 
tout point du domaine envisagé. De plus : 

limW = * — C, 

quand le point x, y, z tend vers S en restant à l'intérieur de T. 
Posons alors : 

V = W+C, 

Il est clair que V est encore une fonction harmonique dans T. 
Mais, cette fois, on a : 

limV = *. 

quand le point x, y, z vient se placer sur S. 

D'autre part, \V est le potentiel en un point intérieur à T d'une 
double couche portée par S. Or la constante C peut aussi être 
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regardée comme le potentiel en un point de T d'une double 
couche homogène portée par S. Donc W+ C est encore un poten- 
tiel de double couche. 

Le problème intérieur de Dirichlet est donc résolu dans tous les 
cas au moyen d'une double couche portée par S. 

148. Passons maintenant au problème extérieur. Nous allons 
voir que la même conclusion ne subsiste plus : si C est différent 
de zéro, on ne peut plus résoudre le problème en question en se 
servant seulement d'une double couche portée par S. 

Tout d'abord, il est clair que l'on ne peut plus employer l'ar- 
tifice qui a conduit a trouver la solution générale du problème 
intérieur. En effet, il est toujours possible de former la fonction 
harmonique W qui tend vers ^ — C quand on s'approche indé- 
finiment de S par l'extérieur. La fonction W -4- C vérifie bien 
encore Téquation de Laplace. Mais ce n'est pas une fonction har- 
monique, car elle n'est pas régulière à l'infini, W l'étant et C 
étant une constante. De plus, il est exact que AV est un potentiel 
de double couche ; mais la constante C ne peut pas être regardée 
ici comme le potentiel en un point extérieur d'une double couche 
homogène portée par S, car un tel potentiel est nul dans tout 
l'espace extérieur à S. 

D'ailleurs nous avons vu (§ 135) qu'il existait une condition 
nécessaire pour que le problème extérieur de Dirichlet soit réso- 
luble par le potentiel ncwtonlcn d'une double couche de matière 
attirante répandue sur S. Or: 

C=0 

est une condition suffisante. C'est alors la condition nécessaire et 
suffisante en question. 

Voyons donc comment la méthode de Neumann permet de 
résoudre le problème extérieur de Dirichlet quand la constante C 
n'est pas nulle. 

149. Soit W un potentiel de double couche. 

Prenons un point M à l'extérieur de S (fig. 87) et un point à 
l'intérieur. Puis posons : 

OM=p. 



:5o8 



THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 



1 



11 n'est pas possible de trouver une double couche portée par S 

1 
dont le potentiel W coïncide avec la fonction à Textérieur 

de S. En effet, W étant un potentiel de double couche, on 
aurait : 

1 
et, d'autre part, W coïncidant avec , on devrait avoir : 

P 

ce qui est contradictoire. 

Désignons par 4>' Tensemble des valeurs de ^sur S. Il 

existe une fonction W harmonique dans T' et se réduisant à — 4>' 

sur S : c'est précisément la 

fonction — . Cette fonction, 

nous venons de le voir, ne 
peut être regardée comme un 
potentiel de double couche. 
Mais il est certain que c'est 
le potentiel d'une simple cou- 
che portée par S : cette sim- 
ple couche est d'ailleurs la 
couche équivalente provenant 
du balayage d'une masse + 1 
placée en O. 
Cela posé, appelons C la constante que l'on peut former avec 
<I>' comme on a formé la constante C avec 4>. On a évidemment : 

sans quoiW serait un potentiel de double couche. 
Posons : 

a étant une constante laissée indéterminée pour le moment. A la 
fonction ^'' définie sur S est attachée une nouvelle constante C" 
qui est liée aux précédentes par la relation : 

C' = C+aC' 




Fîg. 87. 
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Prenons : 

C+aC'=0 

c'est-a-dire : 



La valeur de a est bîen déterminée, puisque : 

Avant ainsi choisi a, on a : 

On peut alors résoudre le problème extérieur de Dirichlet au 
moyen d'une double couche dont le potentiel \V prend les valeurs 
— *^'surS. 

Posons maintenant : 

V = W ^. 

P 
Il est clair que Ton a : 

AV = 

à l'extérieur de S. La fonction V est harmonique dans T' ; elle 
' est régulière a Tinfini ; enfin, quand on approche indéfiniment 
de S par l'extérieur, on a : 

lim V = — *"-4-a*' = — 4>. 

Donc la fonction V résout le problème proposé. 

Il est manifeste que V peut être regardé comme la somme de 
deux potentiels, l'un dii à une simple couche, l'autre dû à une 
double couche, portées toutes deux par la surface S. 

C. Q. F. D. 

150. Signification de la constante C. 

Voyons ce que représente cette constante C qui a joué un rôle 
si important dans les considérations précédentes. 

Imaginons une certaine quantité d'électricité répandue sur la 
surface S regardée comme conductrice. Supposons cette charge 
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en équilibre sur S. Soit alors P le potentiel correspondant. On 
sait que P est une fonction harmonique à l'extérieur de S. Quant 
à sa valeur sur S et à l'intérieur de S, elle est constante : nous 
l'appellerons P^. La densité de la couche électrique considérée 
cst^ en chaque point dé S, donnée par l'expression : 

1 dP 



47Î dn 

Reprenons maintenant les fonctions Wi des paragraphes précé- 
dents et continuons à employer les mêmes notations. On a : 

dw. dv. dv; 



du dn dn 

d'après les propriétés des doubles couches établies au cha- 
pitre VI. 

Remarquons alors que l'on a : 



Jis) dn J.si dn 



Appliquons la formule de Green, en nous rappelant que P et \V| 
sont des fonctions continues et que l'on a : 

AP=0, AW, = 0. 
On trouve : 

J(S) dn J(S) dn 

en considérant le domaine T intérieur h S, et : 

(S) dn »/^s) 

en considérant le domaine T' extérieur à S. On conclut de là : 



J'S) dn J,s) dn 



r dP r dP 

Jfsi dn Jsi dn 



Mais : 

dP, 



dn 



^=0, 
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puisque Pq est une constante. Donc : 

c/is) an 
Or: 

Par suite : 

dP , . /•„ dP 



C U, 4^ da>'= Ç U,_| 4^ àiù'. 

J(s\ an c'rsi an 



'(S) ^" *'(S) 

Cette égalité montre que, si Ton pose : 

dP 



Ji=rU.-5i-da>', 

Js) an 



on a : 



D*où, finalement : 

dP , , r . dP 



Jjs) an ,'jsj dn 



Faisons croître i indéfiniment. On a : 

Um Gi=C 
limH, = G 
et, comme : 

on peut conclure de là : 

limL\=C 

Donc : 

J(sj dn J^s) dn 

Soit alors M la masse totale de la couche électrique dont le 
potentiel est P. La densité de cette couche est : 

1 dP 

4?: dn 
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D'où : 



cAs] 



^^ da)'=— 47rM 



;S) dn 



Finalement : 



C = 



J(S) du 



47:M 
Telle est la valeur de la constante C. 

151 . Emploi des potentiels de simple couche dans la méthode de 
Neumann. — Cherchons à transformer la solution obtenue par la 
méthode de Neumann pour le problème de Dîrichlet tant intérieur 
qu'extérieur. Nous allons montrer qu'on peut considérer des 
simples couches au lieu des doubles couches envisagées partout 
jusqu'à présent. Nous supposerons pour cela que l'on a : 

C = 0. 

Prenons d'abord le cas du problème extérieur. 

Appelons x, y, z les coordonnées du point courant M situé 
dans le domaine T' et x', y\ z' celles d'un point M' de S placé au 
centre de gravité de l'élément dto'. Les autres notations adoptées 
sont d'ailleurs les mêmes que dans les paragraphes précédents. 

On a : 



Mais on peut écrire : 



d6'=— ^^ 



2î: 



et : 

di- 

dï' =— î-î- du>', 
an 

r . 1 

en désignant par r la distance MM' et par — ^ — la dérivée de — 

prise dans la direction de la normale extérieure h S par rapport 
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h X, y, z regardés comme variables pendant que x', y', z' sont re- 
gardés comme constants. 
On conclut de la : 

W. + W._.= -4. / (U. _ . +U. _ ^ do.'. 

t/{S) 

Or: 
D'où : 




(S, ^" 

1 
Servons-nous de la formule de Green. Regardons pour cela — et 

Wi_i comme des fonctions de x', y', z' renfermant les paramètres 

x,y, z. Dans ces conditions, dépend h la fois de x, y, z 

et de x', y', z et l'on a : 

A^-i-Wo... dansT 
en posant : 

^^\V=* • iV ' Oz 



0* ù^ ù* 

A = 1 1 



Quant à Wi_i , dont la valeur sur S est Vi_i quand on reste h 
rintérieur de T, c'est une fonction de x', y', z' vérifiant aussi la 
relation : 

AAV|_i = 0... dans T. 



On a alors : 



d- r 



en désignant par : 



dn" 
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les dérivées suivant la normale prises par rapport h x', y', z. 

1 

Mais pour — et W|._i, on a: 
r 

d d 



dn' dn 

Donc on peut écrire : 



D'où : 



t/(S) 

On voit par la que Wi + W|_i est le potentiel d'une simple 
couche répandue sur S avec la densité : 

1 dV._. 



2-71 dn 

en chaque point. 

Tout cela est valable pour l'extérieur de S. Voyons ce qui se 
passe quand le point x, y, z est situé à l'intérieur de S. 

Considérons alors la différence : 

w.-w._.. 

On a : 

W,-W,., — -i. / {i;,_,_u,.,)-jJ-(l»'. 

Mais : 

Uj _, — Li_2= V i_f 
D'où : 

Appliquons encore la formule de Grcen de la même façon que 
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plus haut, c'est-à-dire en regardtint x', y', z' commelcscoordonnées 
courantes, maïs, cette fois, prenons comme domaine d'inté- 
gration l'espace extérieur à S. On a : 



D'où 






\v,-w,_.= 



On voit que \Vi — \Vi_iest le potentiel d'une simple couche 
portée par S, la densité en chaque point étant : 

1 dV'._. 

'1t. dn 

152. Remarquons que l'on a : 

dV.- . _ dV... 
dn dn 

à cause des propriétés des potentiels de doubles couches. Donc : 

W,4-W,_. 

et : 

w.— \v._. 

sont les valeurs d'un même potentiel de simple couche prises en 
un point extérieur a S pour W| + Wi_i et en un point intérieur 
pour Wi — Wi_i. 

Appelons T^ ce potentiel et considérons les séries qui donnent 
la solution du problème de Dirichlet tant intérieur qu'extérieur. 

Dans le cas du problème intérieur, on doit faire : 

A=— 1. 
D'où 

w=(w,-w,) + (w,-W3) + ...+(\v,_,-wo + ... 

c'est-h-dire : 
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Dans le cas du problème extérieur, on doit faire : 
D'où : 

W= (W„+ W,) + (W, + W,) + ... + (\v,_. + wo + ... 

c'est-h-dlre : 

W = T, + T. + ...+Tj + ... 

Dans les deux cas, W se présente comme un potentiel de simple 
couche. Pour les deux simples couches envisagées, la densité 
est la même, au signe près. 

Poussons un peu plus loin l'étude des fonctions Ti- 

153. Propriétés des fonctions T^. 

Considérons la fonction Tj. Cette fonction est le potentiel d'une 
simple couche de matière attirante répandue sur S. Désignons 
par Ti la valeur de cette fonction en un point voisin de S et inté- 
rieur a S. Désignons de même par T\ la valeur de cette fonction 
en un point voisin de S et extérieur à S . 

En un point M^ de S, on a : 



Mais on n'a pas : 



T. = T'.. 



dT, dT| 



On doit écrire : 



dn dn 



dTI dT. ^^ dV._. 



dn dn dn 



en vertu des propriétés bien connues des potentiels de simple 
couche. 

Kn un point situé à l'extérieur de S, la définition même des 
fonctions Ti montre que l'on a : 

t;=w, + w,_.. 

D'où, en Mq : 

dTÎ ^ dV( ^ d\V. 



dn dn dn 
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ce qui peut s'écrire : 



^_^ , dV,_, 
dn du 



du 



puisque : 



dv; dV, 



dn 
dn 



dn 

dV,-. 
du 



d'après les théorèmes de la théorie des doubles couches. 
Kn un point situé à l'intérieur de S, on a de même : 



T.=W.— W,_.. 



D'où, en M, : 



dT. 
dn 



dV, 



du 



dV.-. 
dn 



On déduit de là par addition : 



dn 



+ 



dT. 
du 



= 2 



dV^ 
dn 



154. Soit M, un point de S. Prenons un point M', très voisin 
de M, et extérieur à S (fig. 88) et un point 
M", très voisin de M, et intérieur à S. 

Je dis que l'on peut former de proche 
en proche les fonctions Tj. En eflet, sup- 
posons que T,_, soit connu. La compo- 
sante normale à S de l'attraction corres- 
pondant au potentiel Ti_| est : 



dn 

dT,_. 
dn 



eu Mi 



en 



m. 




Fig. 88. 



Quant à sa valeur au point M, lui-même, c'est : 

dT,_. 



1 / dTL. 
It. \ dn 



+ 



dn 



■)> 
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c'est-à-dire : 



du 

1 
C'est précisément, au facteur ^ près, la densité delà simple 

couche h laquelle est du le potentiel Tj. Donc quand on connaît 
Ti_,, on peut calculer T|. D'ailleurs on a: 

1 



et : 




W« = Ç *d6'. 



Par conséquent, * étant donné, on peut trouver W^ ; on en 

dV 
déduit . ^ ; d'où T. et, de proche en proche, toutes les fonc- 
dn ' * * 

tions Tj. 

Tout ce qui précède suppose, bien entendu, que l'on ait : 

C = 0. 

Si cette condition est remplie, il est clair que Tj tend vers 
zéro quand i augmente indéfiniment, puisque Ton a : 

T, = \V.-W._. 

à l'intérieur de S et : 

T. = \V. + \V._, 

à l'extérieur et que les séries : 

(W.-W._.) 



^(W.4-\V,_0 



sont convergentes. De même : 

dV 
"dïT' 
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qui est la densité de Iii coiiclic superficiclie éludiée , tend vers 
zéro puisque les séries : 



^ dx ' ^ dy ' 2^ dz 



gcntes. D'ailleurs, on a: 

dT;,, dTu. g dV. 
du du ~ dn ' 

Mais, puisque Tu tend vers zéro en tout point de l'espace, il en 
est de même de : 

dT',., dT., , 

dn ' ~dir 



155. Revenons à l'opération qui permet de déduire le potenlicl 
T, du potentiel T,.,. Je dis que eette opération consiste unique- 
ment dans un chatigemcnt de distribution d'une masse totale 
invariable. 

En effet, posons : 



Calculons » 


par 


la formule : 


en prenant : 




1 liV , (IT\ 


On voit que 
Or on a : 


ese 


dcduil de T coiimic T, de T, 

1 /dT dT\ 

47: 1» du duj"'' 


D'où: 




1 dT , 
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Mais : 



Â 



^'^du.' = 0. 



\^j dn 
Donc : 

C. Q. F. D. 

Dans le cas étudié plus haut, la masse totale de la couche don 
le potentiel est Tj a pour valeur : 



Or: 



M = :r— / — = dis)'. 

t/vS) dn jTj 



Donc la masse totale M est nulle pour toutes les valeurs de Tin- 
dice i. 

156. Je dis que Ton peut prendre pour T, le potentiel d'une 
distribution superficielle quelconque, pourvu que la masse totale 
de la couche ainsi considérée soit nulle, et calculer ensuite la 
succession des fonctions Tj de proche en proche par le procédé 
indiqué. On est toujours assuré que Ti tend vers zéro quand i 
augmente indéfiniment. 

Pour établir cette proposition, il faut d'abord résoudre un 
problème préliminaire. C'est ce que je vais faire, et, pour cela, 
je me servirai des résultats obtenus à propos du problème de 
Dirichlet par la méthode de Xeumann exposée ci-dessous. 

157. Résolution d'un problème analogue à celui de Dirichlet. 

Soit une surface fermée S délimitant un domaine intérieur ï 
et un domaine extérieur T'. Nous ferons sur S les mêmes hypo- 
thèses qu'à propos de la méthode de Xeumann. Enfin désignons 
par ^ une fonction continue donnée sur S. 

Proposons-nous de construire une fonction U telle que l'on 

ait : 

AU = dans T. 

dU 

— i — = * sur S. 

dn 
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Il est clair que, si U est une solution, U-|-C en est une autre, C 
étant une constante arbitraire. 

D*abord, si U est une fonction répondant h la question, on a : 



r4^dw'=rAUdT'=o. 

J(S) dn ,/{T) 



D'où : 

^^d(o'=0. 



J(S) 



C'est là une condition évidemment nécessaire pour que le pro- 
blème soit possible. Nous la supposerons remplie. 

Imaginons une simple couche de matière attirante répandue 
sur S, la densité en chaque point étant : 



^ 



4- 



Soit T le potentiel de cette simple couche. Désignons par T la 
valeur de ce potentiel en un point intérieur a S et par T' sa 
valeur en un point extérieur. On a, en tout point de la sur- 
face S : 

T = T 



et : 



dT dT' 

: =:^. 



du dn 

Soit maintenant W le potentiel d'une double couche portée par S. 
Appelons W et W ses valeurs respectivement en un point inté- 
rieur il S et un point extérieur à S. On a : 

et: 

dW dW 



dn dn 

en tout point de S. Admettons en outre que l'on ait pu choisir 
la densité de la double couche de façon que l'on ait encore 
sur S : 

W = — T. 

POiNCARÉ. Polenl. Newt. ar 
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Posons alors : 

U=W + T 

On a : 

du dU' ^ 



dn dn 

sur S. Mais, dans les mêmes conditions, il est visible que : 

U' = 0. 

Or U' est une fonction harmonique a l'extérieur de S et régu- 
lière à rinfini. D'où : 

U'=0 



à l'extérieur de S. Alors: 



^^' = 0. 



dn 



Par conséquent : 






dn 



D'autre part : 



AU = 



à l'intérieur de S. Finalement la fonction U résout le problème 
proposé. 

158. Il reste un point encore a examiner. Peut-on déterminer 
un potentiel de double couche W par les conditions suivantes : 

AW'=0 .... à l'extérieur de S. 
W = T' .... sur S. 

Nous avons vu qu'il n'en était rien. Dans nos études sur la mé- 
thode de Neumann, nous avons reconnu qu'une condition était 
requise : une certaine constante C doit être nulle. 

D'autre part, nous avons découvert une condition nécessaire 
pour la possibilité du problème actuel : 



/ 



*du>' = 

(S) 
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Comme : 

C = 

est la condition nécessaire et suflisante, c'est que les deux con- 
ditions : 

C=0, f 4>da>'=0, 

' J (S) ' 

sont équivalentes. 

Donc, d'après notre hypothèse du paragraphe précédent, on 
peut certainement calculer \V et, par conséquent, notre pro- 
blème est bien résolu. 

159. Proposons-nous, pour terminer, de résoudre le même pro- 
blème dans le cas où le domaine envisagé est constitué par la 
partie de l'espace extérieur a S. 

Nous devons avoir : 

AU' = 0. . . . h l'extérieur de S. 
dU' 



dn 



= — ^ . . sur S. 



Formons une simple couche portée par S et ayant pour densité 
en chaque point -^ — . Soit T son potentiel. On a toujours : 

T = T' 

dT àV . ^ 

= -— 1-« ^ 



dn dn 

sur S. 

D'autre part, on peut, dans tous les cas, trouver une double 
couche portée par S dont le potentiel W, défini et harmonique 
en tout point intérieur à S, tende vers — T quand on se rap- 
proche indéfiniment de S par l'intérieur. 

Posons alors : 

U=\V+T 

Sur S, on a : 

U = 0. 

Donc : 

13=0 
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a rintérîeur de S. Par suite : 

du 



du 



= 



Mais il est clair que : 



dU dU' ^ 



On en conclut : 



dn dn 



= — 0. 



dn 
D'autre part, on a : 

AU' = a l'extérieur de S. 

Le problème est donc résolu. 

Ici il n'existe aucune condition de possibilité. 

160. Revenons maintenant aux fonctions T| considérées plus 
haut. 

Nous voulons montrer que T, peut être regardé comme le 
potentiel d'une distribution quelconque dont la masse totale est 
nulle. 

En effet on a, en reprenant les notations du paragraphe 154: 




D'après ce qui précède, nous pouvons choisir W^ de façon que : 

1 dV. 



2-— a' 

271 dn 



[x' étant une fonction arbitraire assujettie seulement h la condi- 
tion : 

La fonction initiale W^ n'est pas alors un potentiel de double 
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couche. Mais il est manifeste que cela ne change rien à nos 

conclusions au sujet des fonctions T^ 

C.Q.F.D. 

161. Considérons en dernier lieu le cas où Ton part d'un 
potentiel T, correspondant à une simple couche dont la masse 
totale M n'est pas nulle. 

On peut encore former la suite des fonctions T|. 

Cela posé, supposons la masse M répandue sur S à la façon 
d'une masse égale d'électricité en équilibre. Soit P le potentiel 
dans ce dernier cas. On a : 

AP = 0. ... a l'extérieur de S. 
P^=:C** . . . à l'intérieur de S et sur S. 

La densité en chaque point est : 

1 dP' 



4?: dn 
IA)ù : 



P = 




Il est clair que l'opération qui fait passer de Ti_i à Ti laisse P 
invariable, puisque : 

1 / dF dP \ 1 dF 

4?: \ dn dn / 4?: dn 

à cause de la constance de P h l'intérieur de S. 
Il est manifeste d'après cela que les fonctions : 

Ti — P 

se déduisent les unes des autres d'après la même loi que les 
fonctions Ti. 

Chaque fonction : 

T, — P 

est le potentiel d'une simple couche dont évidemment la masse 
totale est nulle. 
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On conclut de là que : 

Ti — P 

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. En d*autres 
termes, si la masse totale qui sert à former le potentiel n'est pas 
nulle, Tj ne tend plus vers zéro, mais vers P, c'est-a-dire vers 
le potentiel de la couche électrique en équilibre sur la sur- 
face S. 

Dans les mêmes conditions, la densité eu chaque point de la 
matière attirante dont le potentiel est T, tend vers la densité 
de la couche électrique de masse M qui serait en équilibre sur la 
surface donnée S. 

C'est là le principe de la méthode de M, Bobin pour détermi- 
ner une simple couche sans action sur les points intérieurs à la 
surface fermée qui la porte. On dit quelquefois que cette méthode 
permet de trouver la distribution naturelle de Télectricité sur S. 



CHAPITRE IX 

EXTENSION DE LA MÉTHODE DE NEUMANN 
AU CAS DES DOMAINES SIMPLEMENT CONNEXES, 

LES FONCTIONS FONDAMENTALES 



162. Énoncé. — Le chapitre YIII contient un exposé de la 
méthode imaginée par Neumann pour résoudre le problème de 
Dirichlet tant intérieur qu'extérieur. Nous savons l'importance de 
cette méthode, non pas peut-être pour établir le principe de 
Dirichlet — puisque la méthode du balayage suffit à cet égard, — 
mais pour manifester l'identité des fonctions harmoniques et des 
potentiels newtoniens. Il est donc intéressant de chercher à don- 
ner a la méthode de Neumann toute la généralité possible. C'est 
ce que nous allons faire. 

La preuve de la convergence des séries considérées par Neu- 
mann n'a été faite jusqu'ici que dans l'hypothèse où la surface 
donnée S est coilvexe. Nous allons montrer que cette hypothèse 
n'est pas indispensable. 

Le développement complet des considérations qui vont suivre 
serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le 
chercher dans un mémoire inséré aux Acta Mathematica en 1896. 
Nous nous contenterons ici d'un aperçu qui fasse entrevoir dans 
quel sens il faut chercher une extension de la méthode de Neu- 
mann lorsqu'on a affaire à une surface S qui n'est pas convexe. 

163. Hypothèses. — Nous considérons toujours une surface 
fermée S délimitant un domaine intérieur T et un domaine exté- 
rieur T'. 

Cela posé, voici quelles hypothèses nous ferons désormais sur 
la surface S. 
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D'abord nous supposerons que cette surface possède en chacun 
de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure 
principaux déterminés. Il est facile de voir avec précision ce que 
nous admettons ainsi. Plaçons Torigine des coordonnées en un 
point de la surface ; choisissons la normale en ce point comme 
axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XOY ; pla- 
çons-nous d'ailleurs en coordonnées rectangulaires. Soit alors : 

z' = ? (x', y') 

l'équation d'une petite portion de la surface autour de l'origine. 
Notre hypothèse est que les fonctions : 

_ dz' _ dz' 

P'"~"d?"' ^'~ Oy' 

et : 

_ dV/ _ dV d*z' 

'"' ~ Ox'* ' *' ~ dx'O/ ' ** ~ dy'» 

sont finies et continues dans le voisinage de Torigine. Celle-ci 
du reste doit être un point quelconque de la surface. 

Nous supposerons en outre que le domaine T limité par la sur- 
face S est simplement connexe. Cela signifie que toute surface 
fermée contenue dans T peut, par une déformation continue qui 
ne lui fait jamais rencontrer la frontière du domaine envisagé, se 
réduire à un point de ce domaine. 

Enfin nous ne considérerons, comme fonction 4> donnée sur S, 
que des fonctions possédant des dérivées partielles de tous les 
ordres finies et continues. 

Cela étant, nous aurons h nous appuyer sur le principe de 
Dirichlet. Nous sommes donc obligés de le regarder comme 
établi déjà indépendamment de la méthode de Neumann, par 
exemple par la méthode du balayage. Dans ces conditions, notre 
but est seulement d'étudier la convergence des séries de Neu- 
mann. 

164. Rappel de certaines notations. — Soit W le potentiel 
newtonien d'une double couche portée par S. Si le point courant 
x,y, z tend vers un point fixe x', y', z' de S en restant toujours à 



EXTENSION DE LA MET/IODE DE NEUMANN 329 

rexlérieur de S, W a une limite que nous appelons V. De 
même si x, y, z tend vers x', y', z' en restant toujours à Tinté- 
rieur de S, \V a une limite V. Enfin la valeur de W quand x, y, z 
coïncide avec x', y', z' est bien déterminée ; c'est : 

On sait que V n'est pas égal à V. 

Cela posé, la méthode de Neumann consiste a construire une 
double couche satisfaisant en tout point de S ii la relation : 

V — V' = ).(V + V')+20, 

X étant un paramètre arbitraire et ^ une fonction donnée des 
deux coordonnées qui fixent la position d'un point sur S. 
Posons : 

u =y Â'Uj. 

Chaque fonction Wi est le potentiel d'une double couche portée 
par S et l'on a : 

Vi-V; = V._, + Y',_. = 2U._.. 

On peut donc construire les fonctions Wj de proche en proche. 
Il reste alors a étudier la convergence des séries précédentes. 

Il n'est pas nécessaire d'établir cette convergence pour toutes 
les valeurs de A. On sait en effet que la résolution des problèmes 
de Dirichlet intérieur et extérieur nécessite seulement la consi- 
dération des deux valeurs : 

et : 

X=— 1. 

Finalement, nous pouvons nous borner à examiner le cas 011 A 
reste compris entre — \ et + \^ \ étant un nombre positif 
quelconque supérieur à l'unité. 
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Si la surface S est convexe, le problème a été résolu. Nous 
allons montrer qu'il peut Têtre encore avec les hypothèses que 
nous avons faites. Cela peut sembler paradoxal, car les inégali- 
tés qui ont joué un rôle essentiel au chapitre VIII ne sont plus 
vraies quand la surface S n'est plus convexe. Néanmoins la mé- 
thode de Neumann réussit encore, et de plus il est probable 
qu'elle s'applique même dans le cas le plus général. 

165. Les intégrales Jn . — Considérons l'intégrale : 

'''~cAt)\ dx ôx "^ Dy dy "^ ôz dz / 

étendue h tous les éléments de volume dT du domaine T intérieur- 
à S. 

Considérons de même l'intégrale : 

V -C / ^w. ôw, ôw> aw, ô\v, aw. \, 

•''~iT')\ ax ax "^ ay ay "^ az az ) 

étendue à tous les éléments de volume Ax du domaine T' exté- 
rieur a S. 

En vertu des hypothèses faites, chacune de ces intégrales a un 
sens bien défini. 

Appliquons la formule de Green pour le domaine T en ce qui 
concerne Ji, et pour le domaine T' en ce qui concerne JJ.,. 
On a : 

<1V, 



^;>=I^'4r* 



et : 









(S) dn 



en remarquant que : 



dVi à\\ 



dn dn 



-> 



puisque W, est un potentiel de double couche. 

Dans les formules précédentes, dw désigne un élément de S 
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et --j — une dérivée prise suivant la normale à S dirigée vers 
l'extérieur. De plus, il faut remarquer que Ton doit écrire : 

tant à rintérieur qu'à l'extérieur de S, puisque W| et \\\ sont 
deux potentiels newtoniens. Pour la même raison, ces deux fonc- 
tions sont régulières à l'infini. 
On peut encore écrire : 



'(S) 

et : 



'•-//■ ^ ^" 



'•'~-îj'-^^"- 



(S) 

D'où : 

Ji.k == Jk.l 
J|,k Jk,!' 

C'était d'ailleurs évident par définition même de Jj^ et de J[|j. 

166. Considérons maintenant l'égalité : 

V. — V,' = V._, + V,'_, 
Multiplions-en les deux membres par : 



dn 



d(u 



et intégrons en prenant la surface S pour champ d'intégration. 
On obtient la relation : 

\}) J|,kH~ Jl.k = Ji- i.k J|-l, k- 

On déduit de là, par permutation des indices : 

(2) Jl.k "h Jik = Jk.l - l Jk,l-f 

Mais, si l'on applique la relation (1) au cas où les indices ont les 
valeurs : 

k+1 et i — 1, 
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on trouve : 

(3) Jk+ 1, i- 1+ Jk + i.i-i = Jk,i-i — Jk,l -!• 

Kn comparant les formules (2) et (3), on voit que : 

Jl.k"4~ Ji,k= Jk + 1,1-1 "T" Jk + I, I- i 

ou bien : 

Ji.k "4~ Jj.k = Ji — 1, k + 1 "T" J| — 1, k + 1 

on permutant les indices comme on a le droit de le faire. 
D'autre part : 

Jl.k Jj.k = Ji + I, k "T" Ji + 1, k • 

D'où : 

Jl + 1, k — 1 Jl + I, k - 1 = J| + 2, k— i + J| + 2, k — l • 

Mais : 

Ji + 1, k + Ji + J, k = Jl + 2, k - I + Jl + s. k -r !• 

Donc : 

•'i+l, k-l Jl+t, k — 1 Ji.k Ji,k« 

Finalement, on peut écrire les deux relations : 

J|,k + Ji,k = Ji - 1, k + 1 + Jl - J, k + 1 
î 1' ï V 

•'i,k *'l,k Jl — 1, k + i Jl — i, k + i • 

Ces relations sont valables pour toutes les valeurs des indices i 
et k. 

On déduit de ce qui précède, par addition et soustraction : 

J|.k = J| - I, k + 1 

Ji.k Ji — I, k + !• 

D'où : 

Ji.k = Ji — I, k 4 1 ^^ Ji — », k + f^= ••• = Jo,k + i 
•* i.k •* i - 1, k + 1 •* i — 2, k + 2 • • •'o.k -M* 

On voit par la que les intégrales : 

T V 

•'i.kj «'i.k 

ne dépendent en réalité que dé la somme i+k de leurs indices. 
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Nous pouvons donc représenter ces intégrales par la notation : 

J V 

en ne faisant usage que d'un seul indice. 
Posons : 

i + k = ni. • 

La relation fondamentale (1) devient alors : 

167. Supposons m pair et posons : 

m = 2p. 
On peut alors écrire : 

la première intégrale étant étendue à tous les éléments de 
volume dT du domaine T intérieur à S et la seconde a tous les élé- 
ments de volume dx du domaine T' extérieur \\ S. 
On a donc : 

Quant aux quantités : 

J J' 

on ne sait rien à priori sur leur signe. 

Je me bornerai à signaler les inégalités suivantes : 

I J|p+ i|<^Jtp 
que Ton peut facilement établir. 



et : 
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* 

168. Il est facile de prévoir le rôle important que les quantités : 

J J' 

sont appelées à jouer dans Tétude de la convergence des séries 
de Neumann. 

Soit la série : • 

V, + ).V. + X*V. + . . . + À' V. 4- • . . 

Supposons-la convergente et même uniformément convergente. 
Multiplions-en alors les divers termes par : 

A\\ 

-^i — do) 
dn 

et intégrons. On obtient la série : 

Cette série doit être aussi convergente. Donc le rayon de conver- 
gence de la série : 



E^ 



est le même que celui de la série : 

.'^ Ji+k» 



s 



ou du moins il ne peut le dépasser. Nous verrons que ces deux 
rayons de convergence sont égaux. 
De même, les deux séries : 

et : 

ont le même cercle de convergence. Alors ce cercle de conver- 
gence est aussi celui de la série : 



s 



''a'W, 



tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de S. 
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Ce sont ces aperçus qui ont amené à poser à priori et à étudier 
les intégrales J„ et J'„. 

169. Soit W le potentiel d'une double couche quelconque por- 
tée par S. Posons : 

t/(S) dn 
et: 



J'=— f V 



c(S) dn 



(1) 



en remarquant que Ton a : 

dV dV 



et: 



dn dn 

en tout point de S. 
On peut écrire : 

Ces nouvelles expressions de J et de J' se déduisent des premières 
par application de la formule de Green. 
Il est clair que Ton a : 

Si l'on prend : 

\V=Wp 
on a : 

et : 

170. Posons maintenant : 

a et ^ étant deux paramètres réels laissés indéterminés pour le 
moment et d'ailleurs indépendants l'un de Tautre. 
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Voyons ce que deviennent J et J' dans notre nouvelle hypothèse. 
On a d'abord : 

+ ?*/'v,.,-%i-a» 

J[S) ûn 

c'est-à-dire : 

si Ton remarque que : 
De même : 



/» dV 

'\L/"** dn '*'^' 



D'où : 

Finalement, on peut écrire : 

J=a*J^. + 2a?J,,,. + ?'J^,,^0 

j'=a*j;,+2a?j;„H-:iMi,,,-o. 

Il résulte de là que J et J' sont des formes quadratiques définies 
positives des variables a et ^. On a donc, en considérant leurs 
discriminants : 

Jfpf I •'ip •'2p+ 1 '^^' 

•'îp+l ''2p''tp+I ^^' 

Os inégalités sufFisent pour montrer que les séries : 
et : 



Vwi 
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sont convergentes pourvu que Ton ait : 

Mais on ne peut encore rien dire du cas où \ est égal à db 1. 

ni. Le rapport -Tj- . — Etudions le rapport -17- pour les diffé- 
rentes fonction W qui sont des potentiels de double couche. 
Supposons que Ton ait : 

J = 0. 

Alors c'est que W se réduit à une constante dans T. Dans ce cas, 
W est le potentiel d'une double couche homogène. Par suite, 
W se réduit h zéro dans T'. Donc : 

Ainsi l'égalité : 

J = 

entraine l'égalité : 

On verrait de même que l'égalité : 

entraine l'égalité : 



J=0. 



Ainsi, dans le rapport: 



J 



le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas s'annuler l'un 
sans l'autre. On conclut de là que ce rapport ne peut de^^enir ni 
nul ni infini. Il a donc une limite supérieure finie et une limite 
inférieure différente de zéro. 

Ce qui précède n'est qu'un aperçu dénué de toute rigueur, car le 
rapport en question, par exemple, pourrait, sans s'annuler, être 
susceptible de prendre des valeurs plus petites que toute quantité 
donnée, auquel cas sa limite inférieure serait zéro. 

POi>XARÉ. Polcnl. Newl. aa 
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On peuty d'une façon pleinement rigoureuse^ assigner à -^ une 

limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro. 
Xous nous contenterons d^énoncer ce point, dont on trouvera la 
preuve complète dans le mémoire déjà cité des Acta Mathema^ 
tica . 

C'est dans la démonstration de la proposition précédente 
qu'intervient celle de nos hypothèses en vertu de laquelle le 
domaine T est simplement connexe. C'est également pour faire 
cette démonstration que l'on doit supposer le principe de Diri- 
chlet établi indépendamment de la méthode de Xeumann. 

Quoi qu'il en soit, nous admettons désormais que l'on peut 
trouver un nombre jx satisfaisant aux inégalités : 

0<[JL<1 

et tel que : 

1 J 

quelle que soit la fonction W choisie. 

On a alors : 

J_[j,j/>0 

J'_,j,j>0. 

Ces inégalités vont jouer un rôle essentiel dans nos raisonne- 
ments. 

172. Posons : 

a et p étant comme ci-dessus deux paramètres arbitraires. 
On a: 

j_ixj'=«'(j^-t.j;) 

+ 2a?(V.-t.j;,.) 



On voit que J — [jlJ' est une forme quadrique définie positive par 
rapport aux deux variables a et p. D'où : 

(J|p+i — [^Jïp+i)^ < (^îp — l^-'^p) (•'»p+t — l^^îp+i)» 
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inégalité qui est à rapprocher des inégalités semblables déjà 
obtenues. 

Posons d'autre part : 

D'où : 

J/_j;,J=a*(j;-|iLj.p) 



On déduit de là l'inégalité : 

analogue à la précédente. 
Maintenant, on a : 

«* (j; - pij^) - 2a? (j;„- i*J.pH)+ ?»(Ji^,- [*V,)>o- 

D'où Ton déduit par addition : 

+2a?(v;-j;,.)(H-(x) 

Nous sommes encore amenés à la considération d'une forme 
quadratique définie positive dépendant des deux variables a et ^3. 
Son discriminant est certainement négatif. D'où : 

(Jip+i Jip+i) <( j^ I j^y (Jîp + Jipn''*p +2^"''slp+»/• 
Mais on a : 

•'ip+l ''fp+ 1 ^= •'fp+l "i •*«?+ ï> ^* 

Donc on peut écrire : • 

Jjp + 1 + ^2?+ 1 < \^ YnT^ j (•'«p + •'tp) 
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en divisant les deux membres de Tinégalité par la quantité posi- 
tive : 

Posons enfin : 

lzi^ — \ 

On a : 

0<L<1. 

Finalement, nous arrivons à Tinégalité fondamentale suivante : 

C'est de la que nous allons tirer la preuve de la convergence des 
séries de Neumann. 

173. Convergence des séries de Neumann. — Nous venons d'éta- 
blir l'inégalité suivante : 

(J îp+2 ~f" •'ip-r ï) '^ 1^ (•'ip ~4~ Jjp; • 

On peut donc écrire : 

j.+j;<L*(j,+j;) 



Jjp "f" Jip ^ 1^ (Jîp— î"4~ Jîp-t)« 

Multiplions ces inégalités membre à membre. Il vient : 

J,P + J; < (Jo + J«) I^'"- 
Posons : 

Nous avons en définitive : 

Jip + j;<AL*'\ 

On conclut de la que l'on a a fortiori : 
puisque : 

j.p>o, j;,.>o. 
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Donc les séries : 



sont convergentes comme la progression géométrique décrois- 
sante de raison L. 

Nous allons déduire de là que les séries : 

sont convergentes même pour )»^+l et pour A = — l. 

174. Reprenons la fonction \V définie plus haut comme le 
potentiel d'une double couche quelconque. 
Ecrivons : 

'=X,[(^)"-(^)'-(^)']- 



On a 



J+J 



'=/[(^)V(^)V(^)']a, 



l'intégrale étant étendue h tout l'espace. Cette intégrale a un 
sens : elle représente l'énergie totale due ii l'attraction de la 
double couche. 

Considérons maintenant l'intégrale : 

K=rUMco. 
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On a : 

J + J's.0. 

Étudions alors le rapport : 

K 



J + J' 



11 a certainement une limite inférieure, puisqu'il ne peut prendre 
que des valeurs positives. Mais a-t-il aussi une limite supérieure ? 
Il est facile de voir que non. En effet, J-j-J' peut s'annuler. 
Cela a lieu lorsque W est le potentiel d'une double couche 
homogène. Mais, dans ce cas, le numérateur K reste différent de 
zéro. Donc le rapport en question peut devenir infini. 
Un artifice va nous permettre de tourner cette difficulté. 

175. Considérons l'intégrale : 

C étant une constante. 

Choisissons cette constante C de façon que l'intégrale M soit 
minimum. On a : 

M= r UM(o— 2C f Udco + C" f dw. 

J(S) J[S) J{S) 

Pour que M soit minimum, il faut et il suffit que C vérifie la 
relation suivante : 



rudw=crdw. 

/(SJ J(S) 



J(SJ 

Posons : 

S= I dw, 

S étant l'aire de la surface donnée. On a : 

fUdo) 

Envisageons alors le rapport : 

M 
J+J' 
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et cherchons à lui assigner une limite supérieure. Nous allons 
voir que c'est possible. 

Pour que , -^ devienne infini, il faut que J+J' s'annule. Si 
cela a lieu, on a : 

en tout point de l'espace. D'où : 

Mais alors W est le potentiel d'une double couche homogène. 
Dans ces conditions, on a : 

rUdio = Ur dw = US. 

J:s) J(sj 

D'où : 



et par suite : 



Ainsi l'égalité : 
entraine l'égalité : 



U=C 



M = 0. 



J+J' = 



]VI = 0. 



On conclut de là que le rapport : 

M 



J+J' 



est limité supérieurement. 

Ce qui précède n'est qu'un aperçu. Mais on peut trouver une 
démonstration rigoureuse. Je renverrai encore pour ce point au 
mémoire déjà cité des Acta Mathematica. 

Quoi qu'il en soit, admettons que l'on puisse trouver un 
nombre B tel que l'on ait : 

quelle que soit la fonction W choisie. 
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176. Prenons la fonction Wp. A cette fonction est attachée une 
certaine constante Gp calculée au moyen de Téquation : 

SCp=J,jUpda>. 



Posons : 



Mp=X,(U,-C,)'do>. 



On a, en vertu des conclusions du paragraphe précédent : 

M,<B(J,pH-jy. 



Or : 



D'où: 



et l'on a en outre : 



J,p + K, < AL^P. 



Mp<ABL»^' 



0<L<1 



comme on Ta vu au paragraphe 172. 

On conclut immédiatement de là que les deux séries : 

et: 

v^Âî7+»/M7+...+v^Sf;+... 

sont convergentes h la façon d'une progression géométrique. 

177. Soit à's' Tangle solide sous lequel l'élément dto' ayant pour 
centre de gravité le point M' (x', y', z') de S est vu du point 
M (x,y,z). On a : 

di- 

d^ = — T d(i>'= 5-î-, 

dn r* 

en désignant par r la distance MM' et par ^j^ Tangle de la normale 
à S en M' avec la direction de MM'. Je rappelle que nous avons 
posé : 

de'=— ^. 
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Cela posé, on a : 

Considérons Tintégrale : 

C*est le potentiel d'une double couche homogène et il est mani- 
feste que Ton a : 

Ip_j = 2Cp_j... quand M est intérieur à S 

Ip_i=Cp_i quand M est sur S 

Ip„i= quand M est extérieur à S. 

Prenons alors le cas où le point M reste à l'extérieur de S. On 
peut écrire : 



w,=- / (i!;_,-c^,) 



r dw 



^s, d" 27: 



Je veux montrer que la série : 



est convergente. 

En effet, partons de l'identité suivante : 

qui est bien connue sous le nom à' identité de Lagrange. On en 
déduit : 

^a'.p.>(^a.b,)^ 

On passe aisément de cette inégalité à la suivante : 

[J?'id(o']'< Pf^dto' p^Mw' 

où y et •]/ désignent deux fonctions intégrables quelconques. Cette 
dernière inégalité est due à M. Schwarz. 
On a d'après cela : 

>vH[X,(u;-.-c,_.)-^du,']' 
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et : 

Envisageons l'intégrale : 

On peut écrire : 

d8' 1 cos ^ 



dco' 2t. r* 

D'où : 



D'où : 



/ de^ y 1 



Or, ici r ne peut pas s'annuler. Donc on peut assigner une 
limite supérieure G h H. Par suite : 



et enfin : 



WJ<GMp_. 



WÎ<GABL"^» 



On déduit de là sans peine : 

|W,|<V/ÂBG L-^' 
Posons : 

On peut écrire : 



ABG 



Wp|<glA 
Considérons alors la série : 

On a : 

A'W|<gCAL)' 



î •» 
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Donc \» *érîr eniissiirf^ est cumvrr^f^jiX^ comme une progres- 
sion grométnqiie pcvur If^ valf-nrs de îr. satî$ taisant à rînêgalîtê : 

.. . 1 

En parlîmlier, on peut prendre «. égal à -r~ 1- Comme tout 
ce qui précède est t^alaUe pc»ur les points M extérieurs à S^ on 
voit que le proLIême ei^téneur de DîricUet est résolu. 



178. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point 
M !x«y.z est situé à l'intérieur de S. Il faut alors modifier un peu 
les raisonnements précédents. 

On a, cette fois : 

On peut montrer d'après cela que la série : 

y ^^^ _ 2Q_,- 



est convergente. C^est alors le problème intérieur de Dirichlet 
qui est résolu. Les raisonnements sont d'ailleurs tout semhlables 
a ceux du paragraphe précédent. 

179. Pour que les conclusions énoncées à la fin de chacun des 
paragraphes 177 et 178 puissent être considérées comme rigou- 
reusement établies, il reste encore à prouver la convergence des 
séries de \eumann pour le cas où le point M (x, y, x' est situé 
sur la surface S elle-même. 

On ne peut plus faire les raisonnements qui ont réussi pour 
les cas des points extérieurs ou intérieurs. En efTet, si nous envi* 
sageons maintenant Tintégrale : 

le coerGcient dlfTérentiel ne reste plus fini dans le chnnip d*iuté- 
gration. Par suite le nombre G n'existe plus. Openilunt on 
peut encore être assuré de la convergence de In série do Neu- 
mann. Il faut seulement construire une nouvelle démonnt ration. 
Je n'exposerai pas ici cette démonstration. Elle est Ciuitoiuio 
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dans le mémoire àe% Acta mathemalica dont j'ai déjà parlé. En 
voici seulement les conclusions. 

En un point extérieur à S, on a, en désignant par g une 
certaine constante : 

|W,|<gI/. 

En un point intérieur on a de même : 

lW,-C,_.l<gL- 

Pour un point situé sur S, ces inégalités ne sont plus vraies. 

Mais, si Ton remarque que Wp se réduit alors h Up et si Ton 

appelle h une nouvelle constante indépendante de p, on peut 

écrire : 

|U,-C,_,l<(g + hp)LP. 

Les conclusions relatives à la convergence de la série de Neu- 
mamin ne sont pas modifiées. 

180. Conclusion. — Les considérations précédentes ne consti- 
tuent évidemment que des aperçus. Mais une démonstration 
rigoureuse et complète est possible. On peut se rendre compte 
déjà de la direction dans laquelle il a fallu la chercher et dans 
laquelle il faudrait marcher pour généraliser davantage encore 
les circonstances où la méthode de Xeumann s'applique. Bornons- 
nous à conclure que cette méthode donne encore la solution du 
problème de Dirichlet quand la surface S n'est plus cons^exe, 
pourvu qu'elle soit toujours simplement connexe. 11 est probable 
même qu'on pourrait arriver à se débarrasser de toute restriction 
relative à l'ordre de connexion du domaine envisagé. 

181. Définition des fonctions fondamentales. — Dans les cha- 
pitres précédents, j'ai cherché à donner partout à mes raisonne- 
ments un caractère de parfaite rigueur. Je veux maintenant ter- 
miner par quelques indications où mon but sera moins d'obtenir 
des conclusions définitives que de faire entrevoir comment 
certains problèmes doivent être posés. 

Soit S une surface fermée portant une simple couche de 
matière attirante. Appelons T le potentiel dû à l'action de cette 
simple couche. Quand nous en aurons besoin, nous distinguerons 
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la valeur T de ce potentiel en un point intérieur à S et sa 
valeur T' en un point extérieur à S. Sur S, on a : 

et : 

dT , dT' 



dn '^ du 

comme nous Tapprend la théorie des surfaces attirantes. 
Formons les intégrales : 



j 



Hm^^yA'^yy- 



étendues respectivement aux espaces intérieur et extérieur à S. 
Le théorème de Green montre que l'on a : 

dT , 



J,., du 



(S) 

et : 

r AT 

y=— T 4^dw. 

J(S) dn 
D*ailleurs on peut écrire : 

dT . 






t(u 



dT' 



j'^-fT-llldco. 

Les deux quantités J et J' sont essentiellement positives. Elles 
ont donc chacune un minimum. 

Assujettissons les fonctions T à la condition suivante : 

J'=l. 

Considérons, parmi toutes les fonctions T qui vérifient cette 
relation, celle qui fait prendre à J sa valeur minimum. KUe n'est 
certainement pas identiquement nulle. 
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Pour détermiiier la fonction T en question, employons les 
procédés du calcul des Tariakums. Donnons h T un accroisse- 
ment 8 T. On doit avoir : 

puisque J est minimum. Or : 



•Hi^^-^^^y-' 



(S) 

mais : 

doT , r dT ., 

-1 — dto = / - 

(S) ^^ t/(S) 



r doT , /* dT <. , 

/ 1 — i — dto = / — ; — 1 dw ; 

J/s^ dn J.c^ dn 



Donc la condition : 

6J = 



se réduit a la suivante : 



dT 



r4^3Td(o=0. 

J[S) dn 

D'autre part, on peut écrire : 

puisque V a la même valeur pour toutes les fonctions considérées. 
Par conséquent : 

r AT 

l Jii_ STdo) = 0. 

J(S) dn 

Les deux relations : 

ôJ=0, SJ' = 

ne sont pas indépendantes Tune de l'autre. Donc il existe une 
certaine constante h, telle que l'on ait : 



i(^+'>.^)™"=» 



(S) 

quel que soit le choix fait pour la fonction oT. On en conclut 
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que la fonction T considérée — que nous désignerons doréna* 
vant par T, — vérifie la relation : 

dn ' dn 

en tout point de S. 

D'ailleors J atteint évidemment son minimum pour la fonction 
potentielle qui correspond à la distribution d'équilibre d'une 
couche électrique répandue sur la surface S regardée comme 
conductrice. Dans ce cas, on a : 

^"^^ =0. 



dn 
D'où : 



h.=0. 



'1 



Telle est la première fonction fondamentale. 

Considérons maintenant les fonctions T vérifiant les relations 

suivantes : 

J'=l 



/ 



T4^dco = 0. 

(S) dn 



Il existe une fonction T, de cet ensemble qui rend J minimum. 
Le calcul des variations montre sans peine que cette fonction 
satisfait en tout point de S ù Téquation : 



dn ' dn dn 

Je dis que Ton a : 

k = 0. 



En effet, multiplions les deux membres de la précédente éga- 
lité par : 

T,d(i) 

et intégrons. On trouve : 

/*T -^ du> + h. Tt,-^ du, = k r T.-ïïl-dcu, 
J(S) ' dn v,s) ' du Ji») ' dn 
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Mais on a : 



Ç T,4^ dco = r T,-^ doj = 0, 

cAsi «n .. (S) an 



(S) 

puisque : 

et que : 

T, = O' 



à rinlérieur de S. D'autre part : 

dT; j f ^ dT; 

(S) 

en vertu des hypothèses faites. Enfin : 



r dT; r dT; 

I 1,— i — d(i)=/ 1, — I — do> = U, 

u/{S) * dn J(S) * dn 



r dT 

/ T-^dco=. — J' = — 1. 

•^'(S) ' dn 

Donc : 

k = 0. 

On voit par la que la seconde fonction fondamentale Ti vérifie 
la relation : 

dn. ^^* dn — "• 
D'ailleurs on a : 

r T.-^ï^ dw + h, /"t,-^ dto = 0. 

./(S) ' dn V(S) dn 

D'où : 

ce qui montre que h, est positif. 

On peut procéder ainsi de proche en proche. On définit 
de la sorte une suite illimitée de constantes positives croissantes : 

hjhjh3...hi... 

auxquelles correspondent des fonctions : 

T T T T 
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jouissant des propriétés suivantes : 

ATj = SI rintérieur de S 

AT|=0 à l'extérieur de S 

Ti = T- sur S 

dT| dTj . -j 

-f- h| — ; — = sur S. 



dn du 

De plus Tj est une fonction régulière si Tinfini. Kniîn on n : 

J. = h. 






/ Tj — i-^do> = 0. . . si i =^ k 

*'r5) dn 



r r dT 

/ Ts — i— î^ =0... si irjt k. 
* s; dn ' 

Les (onctions Tj ainsi définies portent le nom de Fonctions 
fon (la m en la les . 

182. On peut former facilement les fonctions fondamentales 
dans le cas de la sphère. 

Appelons alors \„ une fonction sphéricpie. Posons : 



?^=x-'+y^ + /;^ 



On a alors : 



n 



T = 

• n 



X. 



i 



On a bien : 



et : 



T =T' 

* n ■ Il 



'•''" ^ î!__!!2L._-() 



dn n+l dn 

pour ?=1, en supposant «pie le rayon de la sphère envina^^e 



soit é<£a1 à Tu ni té. 



poim:ai:i:. P«»tïMil, Nowl. /# 
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183. On peut encore former les fonctions fondamentales dans 
le cas d'un ellipsoïde représenté par Téquation: 

x' y' 7? , ^ 



a^ ' b^ ' c^ 



Passons en eflet en coordonnées elliptiques. Considérons les 
quadriques définies par l'équation : 

2 2 2 

Ce sont les quadriques homofocales h l'ellipsoïde donné. Par 
chaque point de l'espace, 11 passe trois de ces quadriques. Les 
valeurs correspondantes du paramètre A seront désignées par p,[x,v. 
On a par exemple : 

Pour ). ^^= p . . . un ellipsoïde. 

Pour A = [X. . . un hyperboloïde a une nappe. 

Pour ). =:v . . . un hyperboloïde ii deux nappes. 

Les nombres p, [jl,v constituent ce qu'on appelle les coordonnées 
elliptiques d'un point. 

On connaît la définition des fonctions de Lamé. Elles sont de 
la forme : 

RMN 

et l'on a : 

R=f(?) 
M = f(.u) 
N = f(v). 

Le produit RM\ définit une fonction harmonique à l'intérieur 
de la surface S donnée. Nous posons : 

T = RMN. 

Maintenant, on peut construire une fonction IV telle que le pro- 
duit : 

R'MN 
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^oit harmonique à l*extérieur de S et que pour p = on ait : 

R' = R, 

-On pose alors: 

r = R'MN. 

A une longueur infiniment petite prise sur la normale à Tellip- 
solde donné correspond un accroissement dp de p. On a d'ail- 
leurs : 

d;jL = 0, dv = 0. 

D'où : 



-et: 



D'où 



Posons 



dT 
du 


f MX î? 

d p du 


dT' 
du ~ 


= f MX î? . 

d 3 du 




dR 


dT 


dp dT' 


du 


^ dR' du 




dp 




dR 


h: 


d? 
~ dR'" 




d? 


dT 


dT' 



'On en déduit : 

du ^ " dn 

D'ailleurs, h est la valeur de : 

dR 



dlV 



d3 
pour p = : c'est donc bien une constante. 



356 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOMEN 

184. Revenons au cas général et appelons ^ une fonction quel- 
conque définie sur S. 

De nombreuses analogies portent à penser que la fonction ^ 
est toujours développable en série procédant suivant les fbnc-^ 
tions fondamentales. 

On aurait alors : 

(1) *=2^A,T., 

les Ai étant des constantes. 

Si Ton admet la possibilité du développement, le calcul des. 
cocilicients Aj est facile. 

Multiplions en effet les deux membres de l'égalité (1) par : 



dT; 

dn 



Atii 



et intégrons. On a : 



D'où : 



c/(S) dn 

/ T|-:p-^d(0= — 1. 

J'^) dn 

A,=- r^-^do). 

«/^s) dn 



On sait donc former la série (l). 

Soit W la somme de la série (1; imî des points non situés sur S^ 
On voit que W est une fonction harmonique tant à Tintérieur 
qu'à l'extérieur de S, car W est le potentiel d'une simple couche. 
De plus, W se réduit à 4> sur S. Donc W est la fonction qui 
résout le problème de Dirichlel tant intérieur qu'extérieur. 

185. Application à la méthode de Neumann. — Revenons à la 
détermination d'une double couche dont le potentiel W vérifie hu 
relation : 

(1) V — V' = X(V+V0 + 2cD 

en tout point de S. 
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■ 

On peut écrire, en supprimant les Indices pour abréger récri- 
ture : 



On a : 



w'=y?'T'. 



'iVh4ï^=o. 



dn dn 



D'autre part 



puisque : 



i^^-i^'^ 



dW d\V 



dn dn 



D'où : 

(2) p' + h?==0. 

Mais la relation (1) donne : 

p_p' = X(P + P') + 2a. 

Comparons (1) et (2) : 

p(l+h)=A3(l — h) + 2a 

Cette équation permet de calculer ^, puisqu'on connaît a. On a 
ensuite P' par la relation (2). On trouve : 



i_i-h— ).(i— h) 



a> ^flî 

^~ l4-h— ).(! — h) ' 
D'après cela, W et W se présentent comme des fonctions méro- 
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morphes Je a. Le module du pôle dont le module est le plus 

petit est : 

l+h, 

1-h.- 

Il est plus grand que 1. Donc le cercle de convergence des séries- 
de Neumann est plus grand que 1. Il n'y a d'exception à cela 
que si Tune des quantités h est nulle. On a : 

h,=0. 
Donc les conclusions précédentes supposent une condition : 

Cette condition est d'ailleurs équivalente à la condition : 

C = 

que nous avions rencontrée dans Tétude directe de la méthode de 
Neumann. Il est visible enfin que, pour le problème extérieur, il 
n'y a pas de condition semblable, a cause de la présence de h au 
numérateur de p'. On voit en effet que, pour h, = 0, on a : 

sans qu'il soit forcé pour cela que a^ soit nul. 

En résumé, faisons X = 1 dans les séries de Neumann. Il vient : 



\V' = — VaT. 



On a ainsi la solution du problème extérieur de Dirichlet. Mais 
il y a une condition de possibilité. Cette condition est nécessair/c 
pour que nos séries représentent la solution, c'est-à-dire pour que 
celle-ci puisse être regardée comme un potentiel de double couche. 
Faisons maintenant X = — 1. On trouve : 

W=VaT 



=1' 



\V'=VahT. 
On n de la sorte la solution du problème intérieur de Dirichlet. 
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Maïs celte fois, il n'y a pas de condition de possibilité. La solu- 
tion est toujours assimilable à un potentiel de double couche. 

186. Application à un problème analogue à celui de Dirichlet. 
Reprenons les notations : 

w, \v, V, y 

dont nous nous sommes déjà servi. 

(Cherchons a construire une fonction jouissant des propriétés 
suivantes : 

A\V = 

A\V = 

an dn \ dn dn / 

<l> étant une fonction donnée sur S. 
Posons : 



\v'=Và'\v; 

(1) \'=^\^\ 

dV V,. dV; 



=12^ 



dn ^J dn 

dv V - Jv; 



y>. 



dn ^ * dn 

On voit que les fonctions W| sont des potentiels de simples 
couches dont les densités sont données par les équations sui- 
vantes : 

dv„ _iyi__2<„ 



dn dn 

dv, dv; dv„ . dv; 



dn dn dn dn 
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dVj dv; dv,_, . dVL, 



du dn du dn 

On peut donc former les séries (1). 

Cela posé, la convergence des séries (1) peut être étudiée par 
des procédés tout à fait semblables à ceux que nous avons 
employés a propos du problème de Neumann. Les conclusions 
sont les mêmes. On voit donc que, pourvu que le domaine envi- 
sagé soit simplement connexe, on peut résoudre le nouveau pro- 
blème que nous venons de poser. 

Pour /=±1, on retombe sur le problème étudié au para- 
graphe 175. Dans le cas du problème intérieur, il y a une con- 
dition de possibilité. 

r,*dw=o. 

Mais dans le cas du problème extérieur, il n*y a plus aucune 
condition de possibilité. 



187. Voyons le rôle joué ici par les fonctions fondamentales. 
Tout porte a penser qu'une fonction arbitraire ^ peut être 
développée en série de la forme suivante : 

dT; 



^=Ia, 



dn 



Si Ton admet la possibilité de ce développement, il est facile de 
calculer les coefficients Aj. On a : 






d«i>=:U. 



du 



l)\)ù : 



c'(S) c/(S) dn 



Or : 



I T.— j — dw= — 1. 

*/(S) dn 



Par suite : 



Ai = — r^ïTidoi. 
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Appliquons ce résultat à notre problème. 
Posons : 






et prenons : 



\V 



=I?T. 



On a : 



dV _Vq AT 

' dn ~2J dn 



et: 



in Z^ dn Lr dn 



La relation qui doit être vérifiée sur S donne alors : 

_^(l + l,)=).?(l_h) + 2a. 

Par suite : 

2a 

"^^ l-f-lH-A{l_h) 

Mais on a : 



i_i_h-i-).fi— hi ~Zé ^ *^"^'' 



+ h-|-X(l— h) ^^ V (l + h)"^' 
On conclut de là : 



w.=(-.)'i;T^(4^)'- 

188. On a : 

l — h , 

si h est positif. Dans ce cas. Il est clair que Wp tend vers zéro 
quand p augmente indéfiniment. 
Mais si on a : 

le terme en h, ne disparait pas. 
On a : 

l-h. _, 
l4-hr~ 
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puisque h, est nul. D'où: 

li,n(_l)p\V,^=:=_2a,T, 

lim(— 1)»'\V;. = — 2aji. 



On a donc là un moyen de calculer T, etT'j, c'cst-ii-dirc le poten- 
tiel en un point intérieur et en un point extérieur d'une distribu- 
tion électrique en écjuilibre sur S. 

On retrouve ainsi la méthode de M. Rabin pour déterminer une 
couche attirante étalée sur une surface i'ermée S et sans action 
sur un point intérieur. 
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